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E´lasticite´ et Interfaces : des gouttes et des plis.
(Re´sume´)
Cette the`se porte sur l’e´tude expe´rimentale des de´formations ge´ne´re´es par la tension de surface
de certains liquides sur des membranes flexibles.
Dans une premie`re partie, nous montrons expe´rimentalement qu’il est possible de controˆler
l’enrobage spontane´ d’une membrane flexible autour d’une goutte d’eau a` l’aide d’un champ
e´lectrique. Si la tension augmente au dela` d’une valeur critique la membrane s’ouvre. Cette
transition est re´versible, mais inclus une forte hyste´re´sis. Nous proposons des lois d’e´chelle pour
les tensions critiques d’ouverture et fermeture base´es sur l’interaction des e´nergies de tension de
surface, e´lastique et du champ e´lectrique.
Dans la deuxie`me partie nous e´tudions les rides ge´ne´re´es par la diffe´rence de tension de surface
entre l’inte´rieur et l’exte´rieur de une couronne flexible flottant a` la surface de l’eau. Nous avons
estime´ des crite`res simplifie´s pour le seuil de flambage de la couronne et la longueur d’onde des
plis, et nous avons e´galement de´termine´ l’e´volution de la longueur des plis au dela` du seuil.
Dans la dernie`re partie de la the`se, nous e´tudions la morphologie de cascades de plis qui
apparaissent dans diffe´rents syste`mes lorsqu’une longueur d’onde est impose´e sur une frontie`re,
et e´volue a` la suite d’e´ve´nements discrets successifs de coalescence de plis. Des expe´riences ma-
croscopiques nous permettent de caracte´riser les proprie´te´s de ces cascades. Nous avons distingue´
deux re´gimes diffe´rents selon l’importance de la tension axiale. Nous avons ve´rifie´ que nos lois
d’e´chelle permettent de de´crire aussi bien des rideaux en tissu de plusieurs me`tres de haut que
des feuilles de graphe`ne d’e´paisseur atomique.
Mots cle´s : E´lasticite´, Capillarite´, Membrane mince, Flambage, Electro-mouillage
Elasticity and Interfaces : droplets and wrinkles.
(Abstract)
This thesis is focused on the experimental study of the deformations generated by surface
tension effects on flexible membranes.
In the first part of our work we show experimentally how an electric field can be used to control
the spontaneous wrapping of an elastic membrane around a water droplet. As the voltage is
increased above a critical value the membrane unfolds completely. This transition is reversible,
although it presents hysteresis. We propose scaling laws for the opening and closing critical
voltages based on the interaction between surface tension, elastic and electric energies.
In the second part we study the wrinkling of a flexible annulus floating on water caused by
a difference in surface tension between its inside and outside edges. We have estimated simple
criteria to determine the buckling threshold of the annulus and the wave length of the wrinkles,
as well as the evolution of the wrinkle length beyond threshold.
Finally, in the last part of our work we study the morphology of the wrinkling cascades
appearing in different systems where a certain wave length is imposed at one of its edges and
which evolves as a consequence of the discrete coalescence of wrinkle. We performed macrosco-
pic experiments to characterize the properties of this cascades. We notice the existence of two
different regimes which depend on the importance of the axial tension applied on the membrane.
Our scaling laws are validated from hundreds of nanometers for graphene sheets to meters for
ordinary curtains, which shows the universality of our description.
Key words : Elasticity, Capillarity, Thin sheets, Buckling, Electrowetting.
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Chapitre 1
Introduction
Nous sommes entoure´s au quotidien de structures e´lastiques qui interagissent
avec des fluides, avec des conse´quences qui nous sont aussi tre`s familie`res : un
arbre peut ainsi fle´chir sous l’effet du vent (figure 1.1) ou une grande quantite´
d’eau accumule´e sur une tente est capable de la de´former. Ces phe´nome`nes “a`
grande e´chelle” sont dus principalement a` l’e´coulement ou au poids du fluide. Il
existe cependant d’autres interactions fluide-structure qui pourraient passer in-
aperc¸ues car elles prennent place a` petite e´chelle. Conside´rons par exemple le cas
d’un araigne´e d’eau pose´ sur la surface d’une mare (figure 1.1-b). L’insecte de-
vrait couler, car sa masse volumique est supe´rieure a` celle de l’eau, cependant il
est capable de rester a` la surface. La tension de surface de l’interface liquide-air
permet en effet a` l’insecte d’exe´cuter cette prouesse biblique. Ge´ne´re´e par la force
de cohe´sion entre les mole´cules d’eau, la tension interfaciale est suffisante pour
compenser le poids d’un insecte, s’il est assez petit.
L’importance relative de la tension de surface dans les interactions fluide-
structure est dicte´e par l’e´chelle du syste`me. En effet, les forces capillaires sont
proportionnelles a` la longueur caracte´ristique de la structure L, tandis que les
forces de pression (comme celles exerce´es par le vent sur les arbres) varient comme
L2 et les forces de volume (le poids par exemple) comme L3. A` mesure que la
taille L du syste`me diminue, les effets des forces capillaires deviennent donc de
plus en plus importants. A` l’e´chelle de l’araigne´e d’eau, nous observons que ces
forces capillaires sont comparables a` son poids.
En comparant les e´nergies de surface Es ∼ γL2 et de pesanteur Eg ∼ ρgL4,
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Figure 1.1 – A) Image du passage de l’ouragan “Dean” par la coˆte ha¨ıtienne en 2007.
b) Insecte pose´ sur la surface d’une mare, retenu par la tension de surface.
nous pouvons de´finir une longueur caracte´ristique Lc =
√
γ/ρg [1], la “longueur
capillaire”. Cette longueur est de l’ordre du millime`tre pour la plupart des liquides
usuels (2.7 mm pour l’interface eau-air). Nous observons ainsi que si la taille d’une
goutte d’eau est petite devant Lc, celle-ci adopte la forme d’une calotte sphe´rique,
pour re´duire son e´nergie de surface. Par contre, au-dela` de la longueur capillaire,
la goutte prend la forme d’une flaque, e´crase´e par son poids (figure 1.2).
Figure 1.2 – Des gouttes de rayons petits devant la longueur capillaire Lc prennent
la forme de calottes sphe´riques alors que les grosses gouttes s’e´crasent sous forme de
flaques (D. Que´re´, M. Fermigier & C. Clanet, Interfaces Mobiles).
Cependant, l’importance de la tension de surface a` petite e´chelle va tre`s au-dela`
de la simple de´termination de la forme d’une goutte ou de la capacite´ des insectes a`
se maintenir a` la surface de l’eau. La tension de surface peut e´galement provoquer
la de´formation de structures dans une vaste gamme de situations [2]. Elle est
responsable par exemple de la formation de me`ches dans les cheveux mouille´s [3]
ou permet l’e´jection des spores de certains champignons [4].
Actuellement, l’un des domaines ou` la tension de surface prend une impor-
tance particulie`re est celui des micro-me´canismes e´lectrome´caniques (MEMS). La
pre´sence de forces capillaires dans ce type de syste`mes peut avoir des conse´-
3quences inde´sirables, comme par exemple le collage ou la destruction de micro-
structures e´lance´es telles que des micro-ailettes [5, 6], ou des tapis de nanotubes
de carbone [7–11]. En effet, la tension de surface favorise l’adhe´sion de structures
mouille´es car elle re´duit l’interface liquide-air. Cet effet (“stiction”) est un facteur
limitant dans le dimensionnement me´canique de l’une des re´ussites industrielles
des micro-technologies : les micro-acce´le´rome`tres. Ces syste`mes pre´sents de´sormais
dans beaucoup de te´le´phones, ou de´clencheurs d’air-bag sont base´s sur la mesure de
capacite´ de peignes entrelace´s qui sont de´forme´s par une acce´le´ration. Une simple
goutte d’eau peut cependant ruiner leur fonctionnement.
Figure 1.3 – (a) Des micro-ailettes en re´sine photosensible s’effondrent apre`s rinc¸age
avec de l’eau pure (bas), mais gardent leur inte´grite´ si un liquide de faible tension de
surface est utilise´ (haut) [5]. (b) Assemblages en ‘Tepees’ lors du collage groupe´ de
plusieurs lamelles [5]. (c) et (d) Effondrement de ‘foreˆts’ de nanotubes de carbone apre`s
e´vaporation d’une goutte de liquide mouillant : des structures cellulaires ou en me`ches
apparaissent en fonction de la longueur et de la densite´ des tubes [9] et [8].
La tension de surface peut aussi entraˆıner l’effondrement de micro-canaux dans
des syste`mes micro-fluidiques [12, 13]. Ce dernier phe´nome`ne est aussi pertinent
en physiologie car la pre´sence de mucus dans les bronches peut entraˆıner leur
effondrement sous l’action de la de´pression capillaire [14–17].
L’une des questions fondamentales dans la compre´hension de ces phe´nome`nes
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est de de´terminer l’e´chelle a` laquelle les effets de la tension de surface peuvent
entraˆıner des de´formations sur des structures solides. Pour aborder ce proble`me, il
est pratique de se concentrer sur les cas les plus simples. Conside´rons par exemple
une goutte pose´e sur un substrat rigide. Le bilan des composantes horizontales
des forces agissant a` la ligne de contact nous permet classiquement de de´terminer
l’angle de contact θ [1]. Les composantes verticales de ces forces ne sont ge´ne´ra-
lement pas prises en compte dans ce calcul. Cependant il existe bien une force
γ sin(θ) au niveau de la ligne de contact qui tire le substrat vers le haut [18, 19].
Cette force tend a` de´former le substrat sur une amplitude typique :
δ ∼ γ
E
sin θ. (1.1)
ou` γ est la tension de surface de l’interface liquide-air et E est le module d’e´las-
ticite´ du substrat. Dans le cas particulier d’une goutte d’eau (γ ∼ 70 mN/m)
de´pose´e sur une plaque de verre (E ∼ 70 GPa), δ est de l’ordre de 1 pm, ce qui
est comple`tement ne´gligeable. Par contre, la de´formation re´sultat de l’action des
forces capillaires a` la ligne de contact est observable sur des substrats extreˆme-
ment mous (E ∼ 100 kPa) [20–23]. Le rapport γ/E nous donne donc la longueur
caracte´ristique de la de´formation ge´ne´re´e par les forces capillaires sur un substrat
e´lastique.
Cependant, dans la plupart des cas de de´formation de micro-structures (MEMS)
que nous venons de pre´senter ante´rieurement, la tension de surface n’agit pas direc-
tement en de´formant un substrat, mais plutoˆt en courbant des structures e´lance´es
(comme par exemple les micro-ailettes ou les nanotubes pre´sente´s dans la figure
1.3). A` quel point la tension de surface est-elle capable de courber une structure
e´lance´e ? Conside´rons une plaque e´lastique de longueur L, de largeur w et d’e´pais-
seur h, recouverte d’un liquide mouillant et que nous mettons en contact avec un
cylindre de rayon R recouvert aussi du meˆme liquide. L’enrobage de la plaque au-
tour du cylindre conduirait un gain en e´nergie de surface e´quivalent a` Us = 2γwL.
En contrepartie, courber la plaque a un couˆt en e´nergie e´lastique de´termine´ par
Ub = BwL/2R
2, ou` B = Eh3/12(1− ν2) est le module de flexion de la plaque, E
et ν e´tant le module d’e´lasticite´ et le coefficient de Poisson du mate´riau [24, 25].
Nous attendons donc un enrobage spontane´ de la plaque autour du cylindre dans
le cas ou` R >
√
B/γ/2. La longueur caracte´ristique du proble`me qui compare
5la rigidite´ de la plaque et la tension de surface du liquide est ainsi donne´ par la
longueur e´lasto-capillaire :
Lec =
√
B
γ
. (1.2)
Cette longueur repre´sente le rayon de courbure typique que peut induire la ca-
pillarite´ sur une structure e´lance´e : la structure sera de´forme´e par la tension de
surface si sa longueur est supe´rieure a` la longueur e´lasto-capillaire. En effet, les
forces capillaires ge´ne`rent des couples d’autant plus importants que les structures
sont longues.
Dans cette the`ses nous aborderons trois questions, inspire´es par des situations
e´lasto-capillaires inte´ressantes pour des applications aux micro-technologies. Notre
approche sera cependant de travailler sur des expe´riences macroscopiques mode`les
et de de´velopper des lois d’e´chelle pour de´gager les ingre´dients physiques perti-
nents.
Nous pouvons ainsi trouver un joli exemple du pliage d’une structure e´lance´e
induite par la tension de surface dans la fabrication des “origamis capillaires” [26].
Cette technique consiste a` de´poser une goutte d’eau sur une membrane flexible.
Py et al. ont ve´rifie´ expe´rimentalement que si la taille caracte´ristique de la feuille
est plus grande que Lec, la feuille et susceptible d’enrober la goutte spontane´ment.
Au-dela` de la verification de la pertinence de Lec, leurs re´sultats montrent que
la tension de surface a` petite e´chelle n’est pas ne´cessairement une limite dans la
conception de micro-objets mais peut au contraire constituer un outil original pour
les e´laborer. En effet, en fonction de la forme initiale de la feuille, il est possible
d’obtenir des structures tridimensionnelles diverses (figure 1.4-a). Du point de vue
pratique, ce principe du repliement capillaire a e´te´ utilise´ dans la fabrication de
micro-panneaux solaires tridimensionnels [27](figure 1.4-b).
Dans la premie`re partie de cette the`se, nous nous inte´resserons a` l’actuation des
origamis capillaires. Il serait en effet inte´ressant du point de vue de leur application
technique de trouver une manie`re d’ouvrir et de fermer ces structures a` volonte´.
Pour cela, nous explorerons l’utilisation d’un champ e´lectrique comme actuateur.
Il existe aussi d’autres applications tre`s inte´ressantes, de type me´trologique, des
interactions e´lasto-capillaires. Huang et al. [28] ont ainsi montre´ qu’il est possible
de mesurer les proprie´te´s me´caniques d’une membrane de quelques dizaines de
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Figure 1.4 – (a) Origami capillaire : diffe´rentes formes tridimensionnelles peuvent eˆtre
obtenues en fonction de la de´coupe initiale de la feuille. (b) Utilisation de la technique
d’origami pour re´aliser des capteurs solaires tridimmensionnels (cliche´s X. Guo [27]) .
7Figure 1.5 – (a) Rides ge´ne´re´es par le de´poˆt d’une goutte sur un membrane flexible
flottant dans l’eau [28]. (b) Rides forme´es sur un couronne flexible dues a` une diffe´rence
de tension de surface entre ses bords inte´rieur et exte´rieur
nanome`tres d’e´paisseur qui flotte a` la surface de l’eau, simplement en de´posant
une goutte sur la membrane (figure 1.5-a). En effet, un motif de rides apparait sous
l’effet de l’e´tirement capillaire ge´ne´re´ par la goutte au niveau de la ligne de contact.
Huang et al. ont montre´ expe´rimentalement que le nombre de ride et leur longueur
de´pendent des proprie´te´s me´caniques de la membrane et de la tension de surface
de la goutte. Un tel instrument de mesure ouvrirait un nouvelles perspectives dans
l’e´tude des proprie´te´s me´caniques des mate´riaux a` l’e´chelle nanome`trique qui sont
de´licats a` manipuler. Cependant, il reste encore beaucoup de questions ouvertes
avant d’arriver a` une me´trologie quantitative. En particulier la de´termination des
contraintes exerce´es par la goutte sur la feuille au niveau de la ligne de contact [29]
semble complexe.
Dans la deuxie`me partie de cette the`se, nous tenterons d’aborder cette pro-
ble´matique a` partir d’une expe´rience macroscopique mode`le. Inspire´s par les ex-
pe´riences de Huang et al., nous remplacerons la goutte par un trou au centre de
la membrane, de manie`re a` avoir des effets de tension de surface agissant sur un
pe´rime`tre donne´, mais avec des conditions aux limites bien de´finies (figure 1.5-b).
Une autre question qui reste ouverte dans les expe´riences de Huang et al. est
d’expliquer l’apparition d’un changement en cascade du nombre de rides observe´
pre`s de la ligne de contact (figure refmenon-intro-introa). Ce phe´nome`ne a e´te´
aussi observe´ sur le plissement de membranes rectangulaires ultra-minces compri-
me´es late´ralement [30]. L’e´volution de la longueur d’onde est ici due a` des effets
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Figure 1.6 – Variation de la longueur d’onde pre`s de la ligne de contact, a) rides
ge´ne´re´s par la de´position d’une goutte sur une membrane flexible flottant dans l’eau
(cliche´ N.Menon), b) plissement d’une membrane flottante a` la suite d’une compression
me´canique late´rale [30].
de bords : au voisinage de la ligne de contact le nombre d’onde s’intensifie. Nous
observons que cette transition se fait d’une manie`re discre`te et ge´ne`re une cas-
cade de plis qui rappelle les plis forme´s sur un rideau suspendu a` une feneˆtre. La
transition du nombre des plis sur un rideau serait-elle de´termine´e par les meˆmes
parame`tres physiques que l’on trouve dans le cas de membranes nanome´triques
flottant sur un bain ?
Dans la dernie`re partie de la the`se, nous essaierons de comprendre ces tran-
sitions de longueur d’onde a` partir d’expe´riences mode`les macroscopiques. Nous
analyserons l’e´volution des plis pour diffe´rents types de membranes qui sont confi-
ne´es au bord et comparerons avec d’autres cascades observe´es a` d’autres e´chelles
et sur des syste`mes tre`s diffe´rents.
Chapitre 2
Actuation des Origamis
Capillaires
2.1 L’origami capillaire
Dans le chapitre d’introduction, nous avons montre´ les effets inde´sirables des
forces capillaires a` petite e´chelle et comment elles e´taient dans certains cas capables
de de´former des structures flexibles. Les conse´quences de ces forces capillaires
peuvent en effet devenir catastrophiques pour des petites structures, comme dans
le cas par exemple de la condensation de gouttes d’eau sur les lamelles flexibles
d’un micro-acce´le´rome`tre.
Cependant, il existe beaucoup d’autres situations ou` ces effets ont e´te´ utilise´s
pour re´aliser des taˆches diverses, notamment dans la manipulation et fabrication de
petits objets. Il est par exemple possible d’auto-assembler des e´le´ments individuels
flottant a` la surface de l’eau en des structures complexes, uniquement sous l’effet
des forces capillaires [31]. La tension de surface de gouttes de soudure de´pose´es
sur des feuilles me´talliques pre´-plie´es est e´galement utilise´e pour former des micro-
structures tridimensionnelles. Dans ce cas, la structure finale de´pend de la forme
du patron initial ainsi que du pre´-pliage. Une fois la goutte refroidie, la structure
demeure pe´renne [32, 33]. Dans ce type de technique le pliage de la feuille autour
de la goutte de soudure est en effet le re´sultat de la minimisation de l’e´nergie de
surface liquide-air, et permet d’obtenir des structures tridimensionnelles varie´es
[34–37]. Il existe aussi des variations sur cette technique qui remplacent le pre´-
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pliage par la gravure de charnie`res sur les patrons bidimensionnels. Les gouttes de
soudure sont dans ce cas de´pose´es uniquement sur les charnie`res [38–40].
a b c
Figure 2.1 – (a) Repliement de panneaux pre´-marque´s autour d’une goutte de soudure
(images extraites de [33]), (b) boˆıtes cubiques obtenues apre`s fusion de la soudure de´-
pose´e sur les charnie`res du patron initial (images extraites de [38]), (c) boˆıte obtenue
apre`s de´poˆt puis e´vaporation d’une goutte d’eau sur le patron en silicium (cliche´s J. van
Honschoten).
Malgre´ leur versatilite´ pour la fabrication de micro, voire de nano-objets, ces
techniques exigent l’utilisation de technologies de lithographie tre`s avance´es pour
la pre´paration des feuilles pre´-plie´es et avec des charnie`res.
Afin de contourner ces barrie`res technologiques, Py et al. [26] ont travaille´
sur le de´poˆt de gouttes sur des membranes flexibles lisses. Ils ont montre´ expe´ri-
mentalement que si la membrane est suffisamment souple, elle enrobe la goutte
spontane´ment. Bien que cette technique soit assez simple a` imple´menter, elle pose
la question de la de´termination des conditions pour lesquelles une feuille donne´e
est susceptible d’eˆtre de´forme´e par la goutte d’eau. Pour re´pondre a` cette question
il faut tout d’abord e´tablir les principes physiques implique´s dans le phe´nome`ne.
2.1.1 Crite`res de fermeture
Posons une petite goutte d’eau sur une surface solide quelconque. En situation
de mouillage partiel, la goutte adopte la forme d’une calotte sphe´rique (figure 2.2)
qui permet de minimiser son e´nergie de surface [1]. L’e´quilibre des forces de surface
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liquide-air, solide-liquide et solide-air dicte e´galement l’angle de contact adopte´ par
la goutte (voir l’e´quation 2.4 plus loin). Si l’angle de contact est non nul (mouillage
partiel), la tension de surface du liquide semble induire une force verticale qui
ne semble pas compense´e (figure 2.2-a). En re´alite´ cette force tend a` pincer le
mate´riau au voisinage de la ligne de contact alors que la pression de Laplace,
P ∼ γ/R, tend a` appuyer sur le substrat. En quelque sorte, la goutte exerce
un couple sur le substrat. Dans le cas d’un mate´riau en volume, la de´formation
induite est ge´ne´ralement ne´gligeable [21,41]. Cependant, si la goutte est pose´e sur
une membrane, cette dernie`re peut fle´chir (figure 2.2-b). Si une feuille est courbe´e
sur sa propre longueur L, le couple ge´ne´re´ par la tension de surface est d’ordre
γL2. La re´ponse e´lastique de la feuille correspond a` un couple BL/L, ou` B est la
rigidite´ en flexion de la feuille, avec B ∼ Eh3 (E e´tant le module de Young et h
l’e´paisseur de la feuille). La comparaison de ces deux couples conduit a` la longueur
critique
Lcrit ∼
√
B/γ ∼ LEC , (2.1)
au-dela` de laquelle nous attendons un enrobage de la feuille autour de la goutte
d’eau (nous retrouvons la longueur e´lasto-capillaire). En effet, plus la feuille est
longue, plus elle est flexible, et plus le couple capillaire est important. La goutte
re´alise ainsi une forme d’origami capillaire. Cependant, la longueur maximale du
syste`me est limite´e par les effets de la gravite´. Si nous voulons que ces derniers
restent ne´gligeables, la longueur caracte´ristique de notre syste`me devra rester plus
petite que la longueur capillaire Lc ∼
√
γ/ρg. La longueur de fermeture de la
feuille est donc borne´e par Lcrit < L < Lc.
Dans la figure 2.3 nous pre´sentons les longueurs critiques de fermeture pour
des feuilles triangulaires et carre´es trouve´s par Py et al.
En plus de la simplicite´ de fabrication, une des caracte´ristiques les plus im-
portantes des origamis capillaires est la varie´te´ des structures tridimensionnelles
qui peuvent eˆtre cre´es en fonction du patron initial de la feuille. Par exemple,
une feuille triangulaire se transforme en pyramide, tandis qu’une fleur ge´ne`re une
structure quasi-sphe´rique (figure 2.4-a) qui a e´te´ utilise´e pour construire des cel-
lules photo-voltaiques tridimensionnelles [27].
La dynamique au contact de la goutte peut e´galement influencer la forme de la
structure finale [42]. Au lieu de les de´poser directement sur la feuille, Antkowiak
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Figure 2.2 – Sche´ma d’une goutte d’eau de´pose´e sur a) un substrat solide, b) un
substrat flexible.
et al. laissent tomber les gouttes sur la feuille depuis une certaine hauteur. Ils
obtiennent des diffe´rences dans la structure finale de l’origami en fonction de la
vitesse d’impact de la goutte. Un meˆme patron initial conduit ainsi aussi bien a`
un pli unique ou a` une pyramide (figure 2.4-b).
Figure 2.3 – Longueurs critiques de fermeture pour des feuilles carre´es et triangulaires
en fonction de la longueur e´lasto-capillaire. (Image extraite de [26]).
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Figure 2.4 – (a) Origami capillaire : diffe´rentes formes tridimensionnelles peuvent eˆtre
obtenues en fonction de la de´coupe initiale de la feuille. (b) Origami dynamique : une
meˆme feuille conduit a` diffe´rents e´tats finaux en fonction de la vitesse d’impact de la
goutte (cliche´s Arnaud Antkowiak).
2.2 Actuation des origamis capillaires
Dans la section pre´ce´dente nous avons montre´ la diversite´ des structures tridi-
mensionnelles qui peuvent eˆtre obtenues a` partir de l’enrobage de feuilles flexibles
autour de gouttes d’eau. En plus de la varie´te´ des formes obtenues, il serait inte´-
ressant de pouvoir actionner ces microstructures, ce qui permettrait d’e´largir leur
champ d’application.
Par exemple, une fois que l’origami est ferme´, serait-il possible de revenir a` son
e´tat ouvert ? Pour trouver une re´ponse a` cette question il faut s’adresser aux forces
qui interviennent dans la formation des origamis. Comme nous l’avons montre´ plus
haut, l’enrobage des feuilles autour des gouttes de´pend de la compe´tition entre
les forces de tension de surface liquide-air et la rigidite´ de la feuille. Lorsque la
tension de surface est dominante, l’enrobage est possible. La manie`re la plus simple
de restituer l’e´tat plat de la feuille serait donc de diminuer la tension de surface
de l’eau. Il suffirait par exemple d’ajouter du tensioactif dans l’eau. Une telle
me´thode serait ne´anmoins irre´versible 1. Nous proposons donc de nous inte´resser
1. Nous projetons cependant d’effectuer des expe´riences avec des tensioactifs photo-sensibles
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a` une solution re´versible : l’application d’un champ e´lectrique.
L’action d’un champ e´lectrique sur une interface fluide est connue depuis plus
d’un sie`cle [43]. Cependant son utilisation pratique est devenue populaire il y a
quelques anne´es dans le domaine de la microfluidique, ou` l’application des champs
e´lectriques est utilise´ afin de modifier l’angle de contact d’un liquide sur un sub-
strat. Cette modification de la mouillabilite´ d’un liquide en fonction du champ
applique´ est connue comme “e´lectro-mouillage”.
2.2.1 L’e´lectro-mouillage
Les bases de l’e´lectro-mouillage furent e´tablies par Lippmann dans son tra-
vail “Relations entre les phe`nome`nes e´lectriques et capillaires” publie´ en 1875 [43].
Lippmann e´tudia la de´pression de l’interface entre le mercure et un e´lectrolyte
qui restaient en contact direct. Il de´couvrit notamment que l’application d’une
diffe´rence de quelques volts entre les deux liquides pouvait entrainer une de´forma-
tion de l’interface avant d’avoir un flux de courant. Il de´veloppa de nombreuses
applications base´es sur le principe de l’e´lectrocapillarite´, parmi lesquelles on peut
trouver un e´lectrome`tre de haute pre´cision. Cependant, cette technologie est tre`s
limite´e par le processus d’e´lectrolyse de l’e´lectrolyte. La tension maximale suppor-
te´e par le syste`me avant la de´composition de l’eau se re´duit en pratique a` quelques
centaines de millivolts.
Dans les anne´es 90, Bruno Berge trouva une solution au proble`me de l’e´lectro-
lyse en rajoutant une couche isolante entre l’e´lectrode me´tallique et le liquide [44].
Cette technique, connue comme “e´lectro-mouillage sur un die´lectrique” (EWOD,
par ses initiales en anglais), permet de faire varier l’angle de contact du liquide
sur le substrat. Graˆce a` cet effet de variabilite´ de l’angle de contact, elle a e´te´
largement utilise´e dans des applications diffe´rentes, qui vont de la fabrication de
micro-lentilles liquides de focale variable [45], a` la manipulation de micro-gouttes
dans des dispositifs lab-on-a-chip [46,47] et au pilotage de moteurs capillaires [48].
Les principes physiques de l’e´lectro-mouillage peuvent eˆtre explique´s sous des
points de vue diffe´rents [49]. Conside´rons par exemple une goutte d’eau pose´e sur
un substrat rigide comme celle sche´matise´e dans la figure 2.5. En absence de champ
synthe´tise´s dans l’e´quipe de Ce´cile Monteux (laboratoire PPMD, ESPCI), dont la tension de
surface peut eˆtre pilote´e par l’e´clairage.
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e´lectrique, et en ne´gligeant les effets de la gravite´, la forme de la goutte est donne´e
uniquement par la tension de surface. L’e´nergie libre d’une telle configuration est
E = Alvγlv + Alsγls + Avsγvs −∆pV (2.2)
ou` A et γ sont l’aire et la tension interfaciale de chaque interface et ∆pV est
un parame`tre de Lagrange qui tient compte du volume fixe´ V de la goutte. Les
interfaces sont de´signe´es par les indices lv (liquide-vapeur), ls (liquide-solide) et
vs (vapeur-solide). La minimisation de cette e´nergie conduit aux deux conditions
d’e´quilibre de la goutte [1]. Comme premier ingre´dient, l’expression de Laplace
e´tabli que la de´pression a` travers de la surface de se´paration de deux fluides est
donne´e par :
∆p = γlv
(
1
R1
+
1
R2
)
(2.3)
ou` R1 et R2 sont les rayons principaux de courbure de la surface. Dans le cas
d’une goutte, ∆p est constante sur tout point de la surface. La tension de surface
liquide-vapeur e´tant invariante, la courbure de la surface doit eˆtre aussi constante.
Cela implique que la forme d’une goutte pose´e sur une surface plate soit celle d’une
calotte sphe´rique.
R
air
air
substrat
γ
γ
γYliquide
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i
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Figure 2.5 – Sche´ma d’une goutte d’eau de´pose´e sur un substrat solid.
L’autre condition est l’e´quilibre des forces dans la ligne de contact forme´e entre
les trois e´le´ments (solide, vapeur et liquide). Cet e´quilibre est donne´ par l’e´quation
de Young qui s’e´crit comme
cos θY =
γvs − γsl
γlv
(2.4)
ou` θY est l’angle de contact solide-liquide. Donc, a` partir de la relation des tensions
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de surface on peut de´finir comple`tement l’e´tat d’e´quilibre d’une goutte qui repose
sur un substrat solide.
Discutons maintenant les changements subis par cet e´quilibre lorsque nous
rajoutons un champ e´lectrique (figure2.6). En pre´sence du champ, il faudrait in-
clure l’e´nergie e´lectrostatique dans l’e´quation 2.2. Cette e´nergie peut eˆtre divise´e
en deux parties [49]. La premie`re correspond a` la contribution du condensateur
forme´ par la goutte et le substrat, dont la capacite´ C est proportionnelle a` Asl. La
deuxie`me partie est due a` la capacite´ perdue tout le long de la ligne de contact.
Cependant, ces effets ne sont importants qu’a` tre`s petite e´chelle (normalement
pre`s de l’e´chelle mole´culaire) et ils peuvent eˆtre ne´glige´s pour le cas des gouttes
suffisamment larges. Donc, en rajoutant l’e´nergie e´lectrostatique du condensateur
de plaques paralle`les dans 2.2 nous obtenons :
E = Alvγlv + Als
(
γls − 0dU
2
2d
)
+ Avsγvs −∆pV (2.5)
ou` 0 et d sont la permittivite´ relative du vide et de la couche isolante respective-
ment, U est la tension applique´e et d est l’e´paisseur de la couche isolante. Il faut
remarquer que la contribution e´lectrostatique a` l’e´nergie libre est ne´gative.
substrat
air
liquide
θ Y
U
θ
Figure 2.6 – Sche´ma de la de´formation de la goutte lorsque qu’elle est soumise a` une
diference de tension U .
Donc, en pre´sence d’une diffe´rence de tension entre la goutte et le substrat,
le syste`me favorisera l’augmentation de la surface de contact liquide-solide afin
de minimiser l’e´nergie e´lectrique. Mais en meˆme temps, cette augmentation de
la surface liquide-solide entraine aussi une augmentation de la surface liquide-air.
C’est alors la compe´tition entre ces deux e´nergies qui de´terminera l’e´tat d’e´quilibre
de la goutte pour une valeur de la tension donne´e. E´tant donne´ que le volume de la
goutte est constant et que sa forme reste une calotte sphe´rique, les variations de la
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surface de contact entre le liquide et le substrat vont provoquer des modifications
de l’angle de contact (au moins a` l’e´chelle macroscopique). Si nous e´quilibrons les
forces au voisinage de la ligne de contact, nous trouvons que l’angle de contact a`
l’e´quilibre est donne´ par
cos θ = cos θY +
1
2
0d
dγlv
U2. (2.6)
C’est-a`-dire que nous allons trouver un angle de contact qui diminue en fonction
de la tension applique´e. L’e´quation 2.6 sugge`re que l’angle de contact continue a`
de´croˆıtre jusqu’a` arriver au cas du mouillage total avec θ = 0. Cependant, l’angle
de contact sature en pratique pour une certaine valeur Usat de la tension applique´e
au dela` de laquelle il reste constant. Les raisons de l’existence de la saturation de
l’angle de contact n’ont pas encore e´te´ bien e´tablies meˆme s’il existe diffe´rentes
the´ories qui tentent d’expliquer le phe´nome`ne [49].
Nous nous proposons d’e´tudier un dispositif expe´rimental qui nous permette
d’imposer une diffe´rence de tension entre la goutte enveloppe´e d’une membrane
e´lastique et le substrat, ou` la membrane joue le roˆle de die´lectrique (figure 2.7).
Dans notre cas, a` la diffe´rence de l’e´lectro-mouillage classique, nous n’allons pas
nous inte´resser aux variations de l’angle de contact. Le contour de la goutte est en
effet ancre´ sur les bords de la feuille qui constitue une arreˆte singulie`re (fig. 2.2-b).
La notion d’angle de contact est dans ce cas mal de´fini (effet de “cantotaxie”) [1].
Cependant nous nous attendons a` favoriser l’ouverture de l’origami (qui se referme
a` cause de la tension de surface) pour minimiser l’e´nergie e´lectrique du syste`me,
et nous pouvons estimer cet effet en reprenant une approche e´nerge´tique. En fait,
si nous comparons l’e´nergie de surface de l’interface liquide-air de l’e´tat ouvert
Us ∼ γL2 avec l’e´nergie e´lectrique Ue ∼ L2U2/2 du condensateur, nous pouvons
estimer une tension caracte´ristique au-dela` de laquelle on pourrait attendre l’ou-
verture. Cette tension est donc donne´e par :
U0 =
√
γd

, (2.7)
ou` d et  sont l’e´paisseur et la permittivite´ du die´lectrique. Nous avons donc deux
parame`tres caracte´ristiques dans notre proble`me : la longueur e´lasto-capillaire Lec
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Figure 2.7 – Sche´ma de l’actuation d’un origami capillaire par un champ e´lectrique.
qui lie les effets de tension de surface et e´lasticite´ de la membrane, et la tension
U0, qui permet faire un bilan entre la tension de surface de l’interface liquide-air
et le champ e´lectrique applique´.
2.3 Dispositif experimental
Dans cette section nous pre´sentons les mate´riaux et les me´thodes utilise´s dans
nos expe´riences. Dans un premier temps, nous ferons une description de la fabrica-
tion des membranes flexibles employe´es pour former les origamis. Nous discuterons
ensuite la mise en œuvre du champ e´lectrique et les proce´dures d’application de
la charge.
2.3.1 Les membranes flexibles
Toutes les membranes utilise´es dans nos expe´riences ont e´te´ fabrique´es en poly-
dime´thylsiloxane, polyme`re organomine´ral largement connu sous le nom de PDMS.
Ce polyme`re est constitue´ par une base de silicone a` la quelle nous rajoutons un
agent re´ticulant pour de´clencher la formation de liaisons entres les mole´cules de
polyme`re. Dans le processus de polyme´risation nous utilisons des proportions de
1 : 10 et 1 : 20 entre l’agent re´ticulant et la base de silicone. L’utilisation de
diffe´rentes proportions de re´ticulant permettent de faire varier la rigidite´ finale
du polyme`re, le polyme`re e´tant naturellement d’autant plus rigide que la concen-
tration du re´ticulant est e´leve´e 2. Pour ge´ne´rer des couches de polyme`re avec des
e´paisseurs homoge`nes et controˆle´es nous avons utilise´ la technique de l’enduction
centrifuge ou “spin-coating” (figure 2.8). Avec cette technique il est possible de fa-
2. Une proportion 1 :10 assure une liaison comple`te de toutes les chaines polyme´riques, et
donc, l’utilisation de proportions d’agent re´ticulant plus e´leve´es n’ont plus aucun effet sur la
rigidite´ du polyme`re obtenu.
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briquer des couches de polyme`re homoge`nes dont l’e´paisseur de´pend de la vitesse
et le temps de rotation du substrat. Apre`s avoir e´labore´ le me´lange de PDMS et
avoir oˆte´ les bulles d’air a` l’aide d’une centrifugeuse 3, nous de´posons un certain
volume de polyme`re dans le centre d’une boˆıte de Petri qui servira de substrat.
Ce volume initial n’a pas besoin d’eˆtre pre´cis : il faut seulement que la quantite´ de
mate´riel soit suffisante pour couvrir la totalite´ de la surface du substrat. Ensuite,
nous faisons tourner le substrat a` une certaine vitesse ω selon l’e´paisseur de couche
h de´sire´e. Cependant, pour avoir des couches plus homoge`nes il est recommande´
de faire tourner le substrat a` une vitesse initiale basse pour assurer la distribution
comple`te du polyme`re sur toute la surface. Ensuite, la vitesse de rotation est aug-
mente´e a` la vitesse maximale du processus. Comme proce´dure d’e´laboration de
nos couches, nous utilisons une vitesse initiale de 500 rpm pendant 30s avant de
passer a` la vitesse requise. Finalement, cette vitesse est maintenue constante pour
une pe´riode de 50s. La table 2.1 donne les e´paisseurs approximatives en fonction
de la vitesse de rotation attendues pour cette proce´dure. Ne´anmoins, l’e´paisseur
re´elle de chacune des membranes est ve´rifie´e a` l’aide d’un profilome`tre de contact
(DektakXT Stylus).
w
h
V
Figure 2.8 – Sche´ma de la technique de “spin-coating”.
Apre`s l’enduction centrifuge, les couches de PDMS sont mises a` reposer pen-
dant 8 heures dans un four a` 70oC.
3. Le processus de centrifugation utilise´ consiste a` faire tourner le me´lange de PDMS durant
90s a` une vitesse de rotation de 3000rpm.
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ω (rpm) h (µm)
1000 75
1250 60
1500 50
2000 38.5
Table 2.1 – E´paisseurs approximatives en fonction de la vitesse de rotation pour du
PDMS 1 : 10.
2.3.2 De´coupage des patrons bidimensionnels
Des patrons triangulaires de diffe´rentes tailles sont de´coupe´s dans les films,
directement de la boˆıte de Petri a` l’aide d’un scalpel. Pour simplifier la taˆche, une
impression du patron est colle´e en dessous de la boˆıte et sert comme guide au
de´coupage. Comme commente´ pre´ce´demment, les feuilles triangulaires conduisent
a` des origamis pyramidales. Nous avons choisi cette structure car elle est tre`s facile
a` fabriquer et a` manipuler.
2.3.3 Circuit e´lectrique
Le circuit e´lectrique a comme objectif l’approvisionnement de la charge qui sera
le moteur de l’actuation de l’origami. Un sche´ma du dispositif est montre´ dans la
figure 2.9. Une e´lectrode en cuivre de 10 µm de diame`tre est plonge´e directement
dans la goutte pour la charger. Le substrat sur lequel l’origami est pose´ est une
plaque en laiton qui sert de contre-e´lectrode dans le circuit. La membrane flexible
qui forme l’origami joue le roˆle de couche die´lectrique dans le syste`me en isolant
les deux e´lectrodes. Ne´anmoins, pour e´viter des courts circuits non de´sire´s en cas
du de´bordement de la goutte sur le substrat, nous utilisons une couche isolante
supple´mentaire. Ainsi, l’ensemble e´lectrodes+origami+couche isolante forment un
condensateur dont la capacite´ varie en fonction de l’e´paisseur de la couche isolante
et de la feuille flexible, mais aussi et surtout en fonction de la ge´ome´trie de l’ori-
gami. L’influence de chacun de ces parame`tres sur la valeur de la capacite´ sera
discute´e dans la suite du chapitre. On peut de´ja` noter que la tension typique Uo
au dela` de laquelle les effets e´lectriques dominent la tension de surface (de´finie
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plus haut) devient :
U0 =
√
γ(d+ h)

, (2.8)
ou` h est l’e´paisseur de la membrane et d celle de la couche isolante qui ont sensi-
blement la meˆme permittivite´ .
Comme montre´ dans le circuit de la figure 2.9, une re´sistance R est connecte´e
en se´rie avec le condensateur. La tension UR mesure´e entre les deux bornes de
la re´sistance nous permet d’estimer la valeur de l’impe´dance du condensateur a`
partir de la relation
Z2 = R
(
U
UR
− 1
)
(2.9)
ou` Z2 est l’impe´dance du condensateur. Si nous conside´rons le condensateur comme
parfait (sans dissipation) sa capacite´ est lie´e a` l’impe´dance mesure´e a` partir de
l’expression C = 1/(2pifZ2), f e´tant la fre´quence d’excitation du circuit.
La tension d’entre´e du circuit est fournie par un ge´ne´rateur de signaux Tek-
tronik 1254 qui est amplifie´ par un amplificateur Trek 8354. La tension maximale
atteinte dans cette configuration est de 4000V et peut eˆtre du courant continu
ou alternatif avec une fre´quence maximale de 10 kHz. Les lectures de la tension
d’alimentation du circuit U et de la tension UR sont acquises avec un carte d’ac-
quisition NI USB, puis envoye´es a` un ordinateur ou` les donne´es sont enregistre´es
avec un programme Labview.
membrane flexible
couche isolante
contre electrode
R
electrode
U
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Figure 2.9 – Sche´ma du dispositif experimental.
2.3.4 Visualisation
Pour pouvoir e´tudier en de´tail l’e´volution de son ouverture, des images de
l’origami ont e´te´ prises durant chacune des expe´riences. A` l’aide d’une camera
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Sony place´e en dessus du dispositif expe´rimental et d’un miroir, nous enregistrons
simultane´ment les vues supe´rieure et late´rale de l’origami capillaire. Les images
sont acquises avec une cadence de 10 images par seconde par le meˆme programme
de pilotage Labview utilise´ pour enregistrer les donne´es des tensions. La figure 2.10
montre le sche´ma de la disposition de la camera et du miroir ainsi qu’un exemple
d’image obtenue.
camera
origami capillaire miroir
Figure 2.10 – A` gauche : sche´ma de la disposition des e´le´ments pour la prise des
images. A` droite : exemple d’image enregistre´e avec la valeur de la tension applique´e
correspondante.
2.3.5 Proce´dure expe´rimentale
La premie`re e´tape dans nos expe´riences est la confection de l’origami que nous
tenterons de manipuler avec le champ e´lectrique. Comme de´crit par Py et al., une
goutte d’eau est de´pose´e sur une des membranes e´lastiques triangulaires, et est
imme´diatement enrobe´e par la feuille.
Une fois que l’origami a e´te´ forme´, l’e´lectrode en cuivre est plonge´e dans la
goutte. La tension d’alimentation du circuit est ensuite augmente´e progressivement
avec une variation de 10 V/s jusqu’a` la re´ouverture comple`te de l’origami. A` ce
moment, la tension est re´duite a` la meˆme cadence pour ramener le syste`me a` sa
condition de de´part (referme´e). Comme de´crit ante´rieurement, le camera enregistre
le processus a` raison de 10 images par seconde. A` chacune des images est associe´e
une valeur de la tension applique´e au syste`me ainsi que la valeur de la capacitance
mesure´e.
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2.4 Proble`mes d’adhe´sion
Nous avons re´alise´ des expe´riences pre´liminaires pour valider le principe de l’ou-
verture. Cependant, lors de la de´position de la goutte d’eau sur la feuille flexible,
nous nous sommes aperc¸us de l’existence d’adhe´sion entre la couche isolante et
la feuille de PDMS (figure 2.12). En effet, certaines parties de la feuille restaient
colle´es sur le substrat et l’origami n’arrivait pas a` se former.
Figure 2.11 – Exemple d’une feuille qui reste colle´e sur le substrat empeˆchant l’enrobage
de la goutte.
Une fac¸on rustique de re´soudre le proble`me est de de´coller la feuille a` l’aide
d’un scalpel pour aider l’enrobage. Cependant le meˆme proble`me se poserait a`
nouveau lors de la re´-ouverture de l’origami. Ce proble`me d’adhe´sion avait de´ja` e´te´
remarque´ par Py et al, qui l’ont en partie re´solu en rajoutant du talc sur la surface
du substrat. Cependant une telle solution n’est pas parfaitement satisfaisante.
Nous avons choisi de re´soudre le proble`me de manie`re beaucoup plus robuste
et reproductible. Il s’agit de fabriquer des feuilles flexibles dont la face en contact
avec le substrat est rugueuse. La rugosite´ diminue de manie`re importante l’aire
de contact effective entre la feuille et le substrat et par conse´quent conduit a` une
diminution de l’adhe´sion.
Pour e´laborer les feuilles de surface rugueuse il suffit de faire un petit chan-
gement dans le processus de formation des feuilles. Nous recouvrons le fond de
la boˆıte de Petri (qui est normalement lisse) avec une feuille de papier de verre
Emery 00 utilise´e pour le polissage. Nous avons caracte´rise´ la rugosite´ de cet
type de papier a` l’aide d’un profilome`tre optique DektakXT Stylus, obtenant une
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rugosite´ moyenne de 4.24 µm. Les feuilles de surface rugueuse ont montre´ une
adhe´rence nulle sur les couches isolantes utilise´es.
Cependant, il faut signaler que dans le processus d’enduction centrifuge (spin
coating), la pre´sence d’un fond rugueux modifie de manie`re importante la relation
entre la vitesse de rotation et l’e´paisseur de la membrane obtenue. Avec le fond
rugueux nous obtenons des membranes environ 60% plus e´paisses que celles ob-
tenues par la proce´dure normale. Nous avons donc mesure´ l’e´paisseur de chaque
membrane a` l’aide du profilome`tre de contact.
Figure 2.12 – Topographie d’un e´chantillon du papier de verre utilise´.
2.5 Re´sultats Expe´rimentaux
Apre`s la mise au point du syste`me expe´rimental, nos expe´riences ont montre´
qu’effectivement, en appliquant un champ e´lectrique suffisamment fort, il est pos-
sible de re´ouvrir la structure de l’origami capillaire, la feuille revenant a` l’e´tat plat
sur le substrat (ce re´sultat avait e´te´ observe´ pour la toute premie`re fois lors d’un
stage de Fabien Closa et Charlotte Py). Nous avons aussi ve´rifie´ qu’une fois que
le champ e´lectrique est coupe´, la feuille enrobe la goutte a` nouveau.
La figure 2.13 montre une se´rie d’images prises durant une expe´rience typique.
La figure 2.13-a montre l’e´volution d’ouverture de l’origami lorsque la tension
entre les deux e´lectrodes est augmente´e. Au de´part, la feuille commence a` s’ouvrir
progressivement jusqu’a` ce qu’une tension critique soit atteinte : un des coins du
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triangle s’ouvre soudainement et se plaque sur le substrat. A` mesure que la tension
continue a` augmenter les autres coins du triangle s’ouvrent successivement. Nous
pouvons ainsi de´finir une tension critique Uopen qui correspond a` l’ouverture des
trois coins (dernie`re image de la figure 2.13-a). Une augmentation de la tension
au dela` de cette valeur ne conduit pas a` une e´volution de la forme du syste`me.
Cependant, a` partir d’une certaine tension (dans nos expe´riences environ 1000
V) des petites gouttes d’eau commencent a` eˆtre e´jecte´es hors de la structure. Ce
phe´nome`ne a e´te´ aussi observe´ par Berge textitet al. [45] dans ses e´tudes sur la
saturation de l’angle de contact dans l’e´lectro-mouillage. Une tension excessive
peut e´galement provoquer un de´bordement de la goutte sur la contre-e´lectrode,
ce qui n’est pas du tout de´sirable (la feuille e´lastique resterait alors colle´e sur le
substrat par capillarite´).
Une fois ayant atteint l’ouverture totale de l’origami, nous commenc¸ons a` re´-
duire progressivement la tension. Contrairement a` ce que nous pourrions attendre
pour une transition continue, la feuille passe d’un e´tat plat a` un enrobage par un
des coins du triangle sur la goutte (troisie`me image dans la figure 2.13-b) pour
une tension diffe´rente de Uopen. Nous appellerons Uclose la tension correspondant a`
cette transition. Il faut remarquer que cette tension est significativement plus pe-
tite que Uopen, ce qui indique une hyste´re´sis e´leve´e dans le syste`me. En continuant
a` de´croˆıtre la tension, les autres coins se referment successivement. Finalement,
l’origami revient a` son e´tat initial. Le processus peut eˆtre re´pe´te´ plusieurs fois
de manie`re reproductible. Cependant, l’e´vaporation de l’eau au cours du temps
limite la reproductibilite´ de l’expe´rience car, comme nous montrerons par la suite,
il existe une de´pendance de la tension d’ouverture avec le volume de la goutte.
Dans la figure 2.14 nous montrons la valeur de la capacite´ du syste`me mesure´e
tout le long de 5 cycles complets. Comme vu plus haut dans la discussion sur
l’electromouillage, nous nous attendons a` ce que la capacite´ soit proportionnelle
a` l’aire de contact plan entre l’origami et la contre-e´lectrode. Les mesures de
la capacite´ nous servent a` deux choses principalement. D’un coˆte´, elles mettent
en e´vidence l’existence d’hyste´re´sis dans le syste`me, et comme nous discuterons
plus tard, elles permettront aussi d’expliquer son origine. D’un autre coˆte´, ces
mesures nous permettent d’e´tudier de fac¸on plus de´taille´e les processus d’ouverture
et fermeture de l’origami. Lorsque la tension commence a` augmenter, la feuille se
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Figure 2.13 – Vues late´rale et vue de haut de l’expe´riences, a) lorsque l’on augmente la
tension, b) lorsque l’on de´croit la tension pour revenir a` une tension nulle. L = 7 mm,
h = 80 µm, d = 60 µm et LEC = 0.47 mm.
de´ploie progressivement. Ce processus correspond a` l’augmentation continue de la
capacite´ du syste`me entre les points 1 et 2 (figure2.14). Puis, l’ouverture spontane´e
du premier coin conduit a` un saut brutal vers le point 2. La feuille va s’ouvrir
petit a` petit, jusqu’a` ce que les deuxie`me et troisie`me coins s’ouvrent, e´ve´nements
que nous pouvons reconnaitre comme les sauts en la capacite´ aux points 3 et
4. Apre`s l’ouverture totale (point 4), nous nous attendrions a` ce que la capacite´
reste constante, jusqu’au moment de la fermeture du premier coin. Cependant,
nous observons que la capacite´ diminue progressivement lorsque la tension de´croˆıt
entre les points 4 et 6. Cette chute de la capacite´ semble due au processus de
de´mouillage pre`s des coins de la feuille (voir photo correspondant au point 5). Ce
de´mouillage conduit en effet a` une re´duction de l’aire de contact effective et ainsi
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Figure 2.14 – Capacite´ du syste`me le long de 5 cycles d’ouverture et de fermeture
successifs. C0 correspond a` la capacite´ d’un condensateur de plaques paralle`les de surface
triangulaire de coˆte´ L = 7mm.
a` une diminution de la capacite´. Quand le champ e´lectrique devient trop faible
pour maintenir l’e´tat ouvert, le premier coin se referme et la capacite´ chute avec
un saut brutal (point 6). Le meˆme phe´nome`ne se produit pour les autre deux coins
(seul l’un des saut est marque´, point 7 sur la figure) ou` l’origami revient a` son e´tat
de de´part. Remarquons que la capacite´ du syste`me pour l’e´tat ferme´ est environ
cinq fois plus petite que celle de l’e´tat ouvert.
Le sce´nario d’ouverture et fermeture que nous venons de de´crire est inde´pen-
dant des parame`tres expe´rimentaux utilise´s. Dans toutes les expe´riences que nous
avons re´alise´es, l’ouverture et la fermeture des coins n’est jamais simultane´e. Nous
nous attacherons dans la suite a` de´crire les valeurs critiques des champs e´lectriques
Uopen et Uclose en fonction des parame`tres expe´rimentaux. Dans les expe´riences nous
avons varie´ cinq parame`tres : l’e´paisseur de la feuille h, le module e´lastique de la
feuille E, le coˆte´ des triangles L, l’e´paisseur de la couche isolante d et le volume
de la goutte d’eau V . Les variations des deux premiers parame`tres se traduisent
directement par une variation de la longueur e´lasto-capillaire.
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Figure 2.15 – Tensions d’ouverture et fermeture renormalise´s par U0 en fonction du
rapport entre la longueur de la feuille et la longueur e´lastocapillaire. Les variations de
la longueur e´lasto-capillaire ont e´te´ atteints en variant l’e´paisseur de la feuille entre
50 et 100 µm ainsi qu’en variant le module d’e´lasticite´ du PDMS. L’e´paisseur de la
couche isolante demeure constant d = 50 µm. Pour les parame`tres utilise´s nous avons
une tension caracte´ristique U0 ∼ 800 V Les symboles ouverts repre´sentent les tensions
d’ouverture et les symboles solides les tensions de fermeture.
La figure 2.15 montre les valeurs des tensions d’ouverture et de fermeture ob-
tenues en fonction du rapport entre la taille du triangle et la longueur e´lasto-
capillaire. Dans ces expe´riences, le rapport V/L3 = 0.058 et l’e´paisseur d = 50 µm
restent constantes. Ce graphe met en e´vidence l’hyste´re´sis e´leve´e entre les tensions
d’ouverture et de fermeture de l’origami. D’autre part nous observons le regrou-
pement de nos donne´es expe´rimentales sur deux courbes maˆıtresses lorsque les
tensions sont renormalise´es par U0 et par LEC . Il est aussi e´vident que U0 est une
bonne estimation des tensions trouve´es dans les expe´riences. Nous observons que
la tension d’ouverture de l’origami tend a` augmenter en fonction de L/LEC puis
atteint une valeur de saturation. D’apre`s les re´sultats obtenus par Py et al. nous
nous attendons a` ce que les effets de flexion soient plus importants pour des pe-
tites valeurs de L/LEC , ce qui sans doute “aide” dans les processus d’ouverture de
l’origami car la feuille pre´sente ainsi une opposition plus grande a` rester de´forme´e.
Au contraire, pour les grandes valeurs de L/LEC la rigidite´ de la feuille devient ne´-
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Figure 2.16 – Tensions d’ouverture et fermeture en fonction de l’e´paisseur de la couche
isolante. L/LEC = 12 = cte, avec L = 7 mm et h = 100 µm, U0 ∼ 800 V
gligeable, ce qui explique le re´gime asymptotique observe´. Donc, pour les grandes
valeurs de L/LEC les tensions d’ouverture et fermeture de l’origami de´pendront
uniquement du bilan entre les forces de tension de surface et du champ e´lectrique
inde´pendamment du rapport L/LEC .
Au contraire du cas de l’ouverture, la tension de fermeture de l’origami reste
invariante devant les variations de L/LEC . Lorsque la feuille est a` plat sur le
substrat il n’y a plus d’e´nergie e´lastique dans le syste`me et la fermeture de l’origami
(et donc l’hyste´re´sis) ne devrait donc pas de´pendre de ce parame`tre.
La figure 2.16 montre les mesures expe´rimentales de la tension en fonction
de l’e´paisseur de la couche isolante. Pour ces expe´riences les rapports L/LEC et
V/L3 restent constants. La relation Uopen/U0 semble de´croˆıtre tre`s lentement en
fonction de d, alors que Uclose/U0 reste constante. Cependant, les diffe´rences entre
les tension d’ouverture et de fermeture restent importantes.
Finalement, dans la figure 2.18 nous pre´sentons les re´sultats expe´rimentaux
de tension d’ouverture en fonction du volume de la goutte d’eau (comme dans
les cas pre´ce´dents, les deux parame`tres restants sont maintenus constants). Ici
le volume de la goutte est varie´ entre 10 et 30 µl. Comme il avait e´tait montre´
par Py et al., la distance entre les coins de la feuille dans l’e´tat replie´ augmente
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De´croissance du volume →
Figure 2.17 – Variation de la distance entre les coins de la feuille en fonction du volume
de la goutte. Photos Charlotte Py.
en fonction du volume de la goutte (voir figure 2.17). Nous attendons alors une
tension d’ouverture de´croissante en fonction du volume de la goutte, car il est
plus facile d’ouvrir une goutte qui n’est que partiellement ferme´e. Les donne´es
expe´rimentales confirment de manie`re qualitative cette tendance.
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Figure 2.18 – Variation de la tension d’ouverture en fonction du volume de la goutte.
L/Lec = 12 = cte, avec L = 7 mm et h = 100 µm. L’e´paisseur de la couche isolante
reste aussi constante d = 50 µm et donc U0 ∼ 800 V
Jusqu’ici les tendances montre´es par nos re´sultats expe´rimentaux sont en ac-
cord qualitatif avec l’analyse des parame`tres physiques du proble`me. Cependant,
pour avoir une compre´hension plus profonde du proble`me nous allons comparer
plus quantitativement nos re´sultats avec des simulations nume´riques et des lois
d’e´chelle base´es sur un mode`le bidimensionnel simplifie´ du syste`me.
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2.6 Mode`le simplifie´
Notre mode`le bidimensionnel est inspire´ du travail de de Langre et al. [50]. Il
consiste a` faire une simplification du syste`me re´el en conside´rant une tige e´lastique
qui interagit avec une interface liquide/air. Un sche´ma du mode`le est pre´sente´ sur
la figure 2.19.
Nous conside´rons que la tige e´lastique a une longueur constante L et, pour
simplifier, un rayon de courbure uniforme R1. De la meˆme fac¸on, le rayon de
courbure de l’interface liquide-air R2 est aussi conside´re´ constant (c’est une goutte
bidimensionnelle). La goutte est conside´re´e comme un corps conducteur de surface
S qui est se´pare´ de la contre-e´lectrode par une couche die´lectrique d’e´paisseur
uniforme d.
interface
S
elastic
membrane
counter electrode d
θ1 R1
R2 θ2
liquid − air 
Figure 2.19 – Sche´ma du mode`le 2-D.
Dans ces conditions, l’e´nergie totale du syste`me, conside´rant l’e´lasticite´ de la
membrane, la tension de surface et le champ e´lectrique est donne´e par l’expression :
Et =
BwL
2R21
+ γw`−
√
2w
(
R1
d+ h
)1/2
Arctan
(
L√
8R1(d+ h)
)
U2, (2.10)
ou` w indique la largeur du syste`me dans la direction perpendiculaire au plan. Les
premier et deuxie`me termes repre´sentent l’e´nergie de courbure (B est le module de
flexion) et l’e´nergie de surface, ou` ` est la longueur de l’interface liquide-air, qui est
calcule´e ge´ome´triquement a` partir de R1, L et de la surface S (voir la figure 2.19).
Le troisie`me terme de cette expression est une approximation de l’e´nergie d’un
condensateur bidimensionnel forme´ par une e´lectrode plate (dans notre cas d’e´tude
le substrat) et par un cylindre avec une courbure R1 (correspondant a` l’origami).
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En effet, dans la limite des grands rayons de courbure (R1  L2/(d + h)), la
portion de cylindre peut eˆtre conside´re´e comme plate et nous retrouvons la for-
mule classique pour un condensateur plan de l’e´nergie Ee = wLU
2/2(d + h).
Dans la situation inverse R1  L2/(d + h), l’e´nergie e´lectrique tend vers celle
d’un syste`me forme´ par un cylindre et un plan se´pare´s d’une distance d + h,
Ee = piwU
2 (R1/2(d+ h))
1/2.
2.6.1 Simulation nume´rique
Durant la simulation nous imposons comme constantes les parame`tres adi-
mensionnels U/U0, (d + h)/L, S/L
2 et L/LEC . Le premier terme correspond a`
la tension applique´e entre les deux e´lectrodes et le second a` la somme des e´pais-
seurs de la membrane et de la couche isolante. Les troisie`me et quatrie`me termes
correspondent au volume de la goutte (a` 2-D) et a` la rigidite´ de la tige. Pour ce
groupe de parame`tres la simulation calcule la valeur de l’e´nergie totale du syste`me
en fonction de la courbure de la membrane κ (κ = 1/R1). La premie`re simula-
tion est re´solue en prenant U/U0 = 0. Si les parame`tres de de´part introduits sont
favorables a` la fermeture, l’e´nergie minimale du syste`me correspond a` une valeur
finie de κ (κ 6= 0) (le point d’e´tat ferme´ dans la figure 2.20). Puis, la simulation
est relance´e en variant le parame`tre de la tension. Une fois que la courbure qui
minimise l’e´nergie est κ = 0 sans qu’il existe un autre minimum local, la valeur de
la tension correspondante est prise comme Uopen. Re´ciproquement, la tension de
fermeture Uclose est celle pour laquelle l’e´nergie en κ = 0 n’est plus un minimum
local.
Nous pouvons alors varier les valeurs des autres parame`tres afin de trouver la
de´pendance des tensions d’ouverture et fermeture en fonction de ces derniers.
Dans un premier temps, nous avons e´tudie´ le comportement de ces tensions
critiques en fonction de la rigidite´ de la membrane. En faisant varier le parame`tre
L/LEC , nous avons obtenu les courbes montre´es dans le graphe de la figure 2.21.
En accord qualitatif avec nos expe´riences, la simulation nume´rique met en e´vi-
dence l’existence d’une l’hyste´re´sis dans le proble`me. Elle confirme aussi la non
de´pendance de la tension de fermeture avec la rigidite´ de la membrane. En outre,
nous trouvons dans la simulation que Uopen sature lorsque la rigidite´ de la mem-
brane devient ne´gligeable devant les deux autres ingre´dients (tension de surface et
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Figure 2.20 – Variation de l’e´nergie total du syste`me en fonction de la courbure de la
tige. Les lignes pointille´es montrent les transitions entre l’e´tat ouvert et ferme´.
champ e´lectrique).
En accord qualitatif avec nos expe´riences, nous obtenons une tension d’ouver-
ture qui de´croˆıt lorsque l’e´paisseur de la couche isolante augmente (figure 2.22).
Cependant, nous observons des diffe´rences significatives pour la de´pendance de
la tension de fermeture. En effet, cette tension demeure inde´pendante de l’e´pais-
seur de la couche isolante dans nos expe´riences. Le calcul nume´rique conduit au
contraire a` une variation en d1/2. Ce comportement sugge`re une de´croissance de
l’hyste´re´sis avec l’e´paisseur de la couche que nous n’avons pas observe´e expe´rimen-
talement. Nous discuterons les causes possibles de ce de´saccord dans la section
suivante.
Enfin, le calcul pre´dit une de´croissance de la tension d’ouverture pour des
gouttes de plus gros volume (figure 2.23). Ce comportement est en accord qualitatif
avec nos expe´riences.
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Figure 2.21 – Re´sultats de la simulation nume´rique pour les variations des tensions
d’ouverture et de fermeture en fonction de L/LEC .
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Figure 2.22 – Re´sultats de la simulation nume´rique pour les variations des tensions
d’ouverture et de fermeture en fonction de l’e´paisseur de la couche isolante.
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Figure 2.23 – Re´sultats de la simulation nume´rique pour les variations des tensions
d’ouverture et de fermeture en fonction du volume de la goutte.
2.6.2 Lois d’e´chelle
A partir du mode`le bidimensionnel du syste`me, nous pouvons de´velopper des
lois d’e´chelle simples de´crivant les tensions d’ouverture et de fermeture de l’origami
capillaire. Identifions pour cela deux e´tats limites : un e´tat comple`tement ferme´
quand la feuille enrobe la goutte dans sa totalite´ et un e´tat ouvert quand la feuille
reste plate sur le substrat.
Conside´rons tout d’abord l’e´tat ferme´ qui ve´rifie L ∼ piR1. Nous nous attendons
a` ce que l’e´tat ferme´ reste stable lorsque
Γγ > ΓB + ΓE (2.11)
ou` Γγ, ΓB et ΓE de´signent respectivement les couples ge´ne´re´s par la tension de
surface, le rappel e´lastique de la plaque et le champ e´lectrique. Ces couples sont
estime´s par rapport au point de contact de la tige avec le substrat. Le couple relatif
a` la re´ponse e´lastique de la tige est donne´ par :
ΓB ∼ Bw
R1
∼ Bw
L
∼ γL
2
ECw
L
(2.12)
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Figure 2.24 – Couples ge´ne´re´es sur un origami ouvert.
alors que le couple lie´ a` la tension de surface est proportionnel a` :
Γ ∼ γLw (2.13)
Afin d’estimer le couple produit par le champ e´lectrique, nous allons conside´rer que
l’e´nergie e´lectrique de l’e´tat ferme´ est celle d’une configuration cylindre-plan [51],
Ee = −piw
√
R1/2(h+ d)U2 (valide pour R  h + d). Le couple duˆ a` la force
e´lectrique est de´duit a` partir de la de´rive´e ∂Ee/∂θ1 (θ1 est l’angle d’ouverture de´fini
dans le sche´ma de la figure 2.20). En prenant en compte la relation ge´ome´trique
L = R1θ1, le couple e´lectrique est donc donne´ par :
ΓE ∼ wR1
L
√
R1
h+ d
U2 ∼ w
√
R1
h+ d
U2. (2.14)
Finalement en inse´rant les e´quations 2.12, 2.13 et 2.14 dans 2.11 nous obtenons
une expression pour la tension d’ouverture de la forme :
Uopen = αU0
(
1−
(
βLEC
L
)2)1/2(
L
h+ d
)1/4
(2.15)
ou` α et β sont des prefacteurs suppose´s d’ordre 1. Rappellons que l’on a de´fini
U0 = [γ(d+ h)/]
1/2.
D’une manie`re similaire nous pouvons comparer les couples ne´cessaires a` main-
tenir le syste`me dans l’e´tat ouvert afin de de´terminer Uclose. Dans ce cas, comme la
feuille reste plate il n’y a pas de contribution de l’e´lasticite´ dans le bilan des couples
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Figure 2.25 – Couples ge´ne´re´es sur un origami ferme´.
(figure 2.24). Ainsi, pour maintenir l’e´tat ouvert il suffirait de ve´rifier l’ine´galite´ :
ΓE > Γγ. (2.16)
En substituant les valeurs de chacun des couples nous trouvons que

(d+ h)2
wL2U2 > γwL (2.17)
ou` le couple ge´ne´re´ par le champ e´lectrique est obtenu a` partir de l’e´nergie e´lec-
trique d’un condensateur compose´ de plaques paralle`les. A` partir de l’e´quation
2.17 nous trouvons enfin que la tension de fermeture de l’origami est donne´e par :
Uclose = U0
√
d+ h
L
. (2.18)
Les e´quations 2.15 et 2.18 montrent bien l’existence d’une hyste´re´sis dans le sys-
te`me dans le cas d L (cette condition-ci est aussi ne´cessaire pour que l’e´quation
2.15 soit valide). En effet, l’origine de l’hyste´re´sis dans notre proble`me re´sulte de
la non-line´airite´ de la force ge´ne´re´e par le champ e´lectrique. Il suffit de comparer la
capacite´ e´lectrique du syste`me dans les e´tats ouvert et ferme´. Aussi bien dans les
expe´riences (figure2.14) que dans le mode`le nume´rique (e´quations 2.15 et 2.18), la
capacite´ de l’e´tat ferme´ est plusieurs fois plus faible que celle de l’e´tat ouvert. Par
conse´quent, quand l’origami est ferme´, il faut appliquer une grande diffe´rence de
tension pour arriver a` ge´ne´rer une force capable de de´former la structure. Une fois
l’e´tat ouvert atteint, la capacite´ du syste`me est beaucoup plus grande que celle du
de´part. Dans ce cas, une diffe´rence de tension bien plus faible suffit pour assurer
la meˆme force.
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Nous avons finalement compare´ ces lois d’e´chelle avec nos re´sultats expe´rimen-
taux. Dans nos expe´riences, le facteur (L/(d+h))1/4 (e´quation 2.15) reste entre 2.4
et 2.7 en raison du faible exposant. Nous avons ajuste´ les re´sultats expe´rimentaux
pre´sente´s dans la figure 2.15 par une courbe de la forme f = a
√
1− (βLEC/L)2,
ce qui correspond a` la loi d’e´chelle de l’e´quation 2.15. L’ajustement conduit a` une
valeur du parame`tre a = 1.11, ce qui correspond bien a` une valeur de α proche de
l’unite´. En outre, nous obtenons une valeur de β ∼ 9.22 proche de la valeur de fer-
meture critique de 11.9 trouve´e par Pyet al. pour des feuilles triangulaires. Cette
valeur de β est aussi en accord avec l’intervalle
√
2pi < L/LEC <
√
8piLc/LEC
propose´ par de Langre et al. comme crite`re de fermeture. Enfin, l’e´quation 2.18
confirme nos re´sultats expe´rimentaux (figure 2.15) sur la non-de´pendance de la
tension de fermeture avec le rapport L/LEC . Expe´rimentalement nous avons ob-
tenu une valeur Uclose/U0 ∼ 0.35 alors que la loi d’e´chelle propose´e conduit a` une
valeur entre 0.136 et 0.178.
Nous pouvons aussi estimer la de´pendance de Uopen et Uclose en fonction de
l’e´paisseur d de l’isolant, pre´dite par les lois d’e´chelle propose´es. D’un cote´, nous
avons trouve´ expe´rimentalement une tension d’ouverture Uopen de´croissant faible-
ment en fonction de d (comme montre´ dans la figure 2.16). Pour la gamme d’e´pais-
seurs utilise´es, la variation de la tension expe´rimentale reste dans le meˆme ordre de
magnitude que les variations ((h+d)/L)−1/4 pre´dites a` partir du mode`le bidimen-
sionnel (e´quation 2.15). Par contre, dans les re´sultats de la simulation nume´rique
(figure 2.22), qui en principe est base´e sur le meˆme mode`le que les lois d’e´chelle,
nous trouvons que la tension d’ouverture de l’origami de´croit plutoˆt comme d−0.17
et non pas selon la loi d−1/4 attendu. La raison de cette diffe´rence est simple : dans
l’estimation du couple e´lectrique, nous avons conside´re´ que la capacite´ du syste`me
e´tait celle d’une configuration cylindre-plan pour laquelle la condition R1  h+ d
est ne´cessaire. La simulation nume´rique a e´te´ faite en utilisant les meˆmes valeurs
de d utilise´s expe´rimentalement, pour lesquels d/R1 ∼ 0.1. Nous avons alors re-
fait une simulation pour des valeurs de d  R. Les re´sultats de cette simulation,
pre´sente´s dans la figure 2.26, montrent qu’en effet, si d  R1 on obtient une
tension d’ouverture Uopen ∼ d−1/4, comme pre´vu. En ce qui concerne les tensions
de re-fermeture, la loi d’e´chelle 2.18, Uclose ∼ d1/2 valable lorsque d  h est bien
compatible avec la simulation nume´rique (pour laquelle l’exposant est mesure´ 0.47,
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Figure 2.26 – De´pendance de la tension d’ouverture pour des petites valeurs de d.
avec des valeurs de d/h entre 1 et 7). Cette e´volution n’est cependant pas obser-
ve´e dans les expe´riences (Uclose semble quasi-constante pour les meˆmes conditions
physiques). Cet e´cart entre the´orie et expe´rience pourrait eˆtre duˆ au de´mouillage,
qui est observe´ expe´rimentalement juste avant la refermeture, et qui n’est pas pris
en compte dans notre mode`le bidimensionnel 4.
2.7 Conclusion
Nous avons montre´ qu’il est possible d’actionner un syste`me elasto-capillaire
avec un champ e´lectrique. Un goutte enrobe´e dans une feuille e´lastique (origami
capillaire) peut eˆtre re´ouverte si on applique une diffe´rence de potentiel assez
importante entre la goutte et le substrat sur lequel le syste`me repose : goutte et
substrat acquie`rent ainsi une charge oppose´e et s’attirent.
Pour obtenir une bonne reproductibilite´, l’adhe´sion de la membrane sur le
substrat doit eˆtre re´duite au minimum. Cependant nous avons montre´ qu’il existe
une source intrinse`que d’hyste´resis, qui est due au fait qu’une goutte enrobe´e est
“assez e´loigne´e” ge´ome´triquement du substrat (contact ponctuel), ce qui ne´cessite
4. Par exemple, l’hyste´re´sis d’angle de contact est modifie´e de fac¸on subtile par electro-
mouillage [52]
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de grandes diffe´rences de potentiel pour attirer les charges oppose´es. Au contraire,
dans l’e´tat ouvert, les surfaces charge´es sont tre`s proches, et une tension faible
permet de les maintenir dans cet e´tat. Ces effets ont e´te´ mis en e´vidence graˆce a`
un mode`le bidimensionnel et a` des lois d’e´chelle qui donnent de bonnes pre´dictions
sur les expe´riences.
Nos re´sultats permettent de pre´dire comment les tensions d’ouverture et de fer-
meture, d’ordre Uo =
√
γ(d+ h)/, de´pendent quantitativement de la ge´ome´trie
et la rigidite´ du syste`me. Du point de vue des applications potentielles, si la couche
isolante et la membrane ont des e´paisseurs de l’ordre du micron, plutoˆt que de la
centaine de microns, les tensions de manipulation, de l’ordre 500V passent a` des
valeurs plus raisonnables de quelques dizaines de Volts. Ce syste`me actif tridimen-
sionnel tre`s simple a` re´aliser pourrait donc eˆtre a` la base d’un micro-actionneur.
En pratique, re´duire les e´chelles peut s’ave´rer difficile du point de vie technolo-
gique. En particulier nous avons accidentellement observe´ des de´bordements de
la goutte. Ce phe´nome`ne risque d’eˆtre plus prononce´ si des membranes plus fines
sont conside´re´es. Nos colle`gues ne´erlandais de l’Universite´ de Twente (groupe M.
Elwenspoek) semblent prendre notre relais avec une optique micro-technologique.
Nous espe´rons que notre approche macroscopique de´finira les premiers jalons de
leur projet.
Chapitre 3
La couronne e´lastique
Dans le chapitre 2 nous avons aborde´ la proble´matique du de´poˆt de gouttes sur
des membranes flexibles libres, et nous avons pu controˆler par un champ e´lectrique
le repliement de la membrane autour la goutte.
Imaginons a` pre´sent que nous de´posons une goutte d’eau, non pas sur une
membrane libre, mais sur une membrane flottant sur un bain. Huang et al. [28] et
Bodiguel [53] ont montre´ que dans ce cas, des rides radiales se formaient autour
de la goutte (figure 3.1-a). En effet, la pre´sence d’un substrat (ici un bain) limite
la de´flexion de la membrane hors de son plan initial. La feuille ne peut donc plus
enrober la goutte.
Ces rides ne sont pas ge´ne´re´es par le poids de la goutte, mais par la force
capillaire exerce´e sur la membrane par le liquide (au niveau de la goutte, et sur les
bords exte´rieurs de la membrane). A` l’e´chelle des expe´riences re´alise´es par Huang
et al. [28] (figure3.1-a), la contrainte exerce´e par la tension de surface au bord de
la goutte est en effet 100 fois plus forte que celle ge´ne´re´e par le poids du liquide.
Les caracte´ristiques des rides forme´es autour d’une goutte semblent similaires de
celles ge´ne´re´es par un poids (figure 3.1-b) de´pose´ sur la surface ou en imposant
un de´placement ponctuel par un objet pointu [54] (voir figure 3.1-c). Mais dans ce
dernier cas, les rides envahissent toute la membrane, tandis qu’elles sont localise´es
autour de la ligne de contact dans le cas de la goutte. Les motifs de plissement
de´pendent ainsi fortement des conditions impose´es aux limites [29].
Huang et al. supposent implicitement que la tension de surface de la goutte
exerce une tension centripe`te sur la feuille le long de la ligne de contact, qui
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Figure 3.1 – Rides radiales ge´ne´re´es sur une membrane flexible de 80 nm d’e´paisseur,
flottant sur un bain l’eau. Dans chacun des cliche´s les rides sont ge´ne´re´es a` partir de
l’imposition des contraintes diffe´rentes : a) une goutte est pose´e sur la membrane, b) un
poids est pose´ sur la membrane et c) la membrane est pique´e avec un objet pointu.
conduit a` une compression orthoradiale responsable de la formation des rides. Ils
ont montre´ que le nombre N de rides forme´es autour de la goutte e´tait dicte´ par
un e´quilibre entre la tension radiale de la membrane (qui la rame`ne vers l’e´quilibre
plan) et la flexibilite´ de la feuille (qui favorise plutoˆt les grandes longueur d’ondes).
D’un point de vue quantitatif, le nombre de rides suit la loi [28] :
N ∼ (aLec)1/2, (3.1)
ou` a est le rayon de la goutte, et ou` l’on retrouve la longueur e´lasto-capillaire
Lec = (B/γ)
1/2. Une telle expe´rience permet ainsi de mesurer directement Lec. La
tension de surface γ e´tant connue, il est ainsi possible de mesurer le module de
flexion (∼ Eh3) de la feuille.
Ces auteurs ont aussi observe´ que les rides s’estompaient a` une certaine distance
L du bord de la goutte. En variant l’e´paisseur de la membrane et la taille de la
goutte, ils ont pu de´terminer expe´rimentalement que la longueur des rides varie
comme :
L ∼ a (Eh/γ)1/2. (3.2)
Ce comportement indique que la longueur des rides est de´finie par l’e´tirement
(proportionnel a` Eh) ge´ne´re´ par les contraintes dans le plan. Il est ainsi possible
d’estimer l’e´paisseur du film si on a mesure´ son module E en comptant le nombre
de plis). Bien que est tre`s convaincante d’un point de vue expe´rimental, cette loi
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n’a pu encore eˆtre parfaitement explique´e the´oriquement.
D’une part la nature des conditions aux limites au niveau de la ligne de contact
n’est pas simple, et ce n’est que re´cemment que les contraintes ge´ne´re´es par la
goutte dans la membrane (suppose´e non flambe´e) a e´te´ correctement estime´e [29].
Pour cela il faut tenir compte du fait que la membrane est de´forme´e sous la goutte
(force capillaires localise´es sur la ligne de contact, surpression de Laplace sous
la goutte), ce qui ge´ne`re un e´tirement et des contraintes radiales. Au final, les
tensions dans le plan sont de l’ordre de γ, ce qui est compatible avec les lois
d’e´chelle expe´riementales [28].
D’autre part, la connaissance de la re´partition des contraintes avant flambage
ne permet pas ne´cessairement d’en de´duire la longueur d’extension L du pli. En
effet, le plissement permet de relaˆcher les contraintes compressives et peut donc
modifier fortement leur distribution, comme l’ont montre´ Davidovitch et al. [55]
dans un cas ou` les conditions aux limites sont plus simples : une tension centripe`te
est impose´e sur un pe´rime`tre donne´ dans le centre de la membrane, et sur sa
pe´riphe´rie exte´rieure (a` l’infini).
Deux e´tudes expe´rimentales ont e´te´ de´ja` mene´es sur ces syste`mes plus simples,
motive´es par des questions diffe´rentes.
Ge´minard et al. [56] souhaitaient estimer les forces exerce´es par une cellule vi-
vante sur une membrane tre`s mince en observant les motifs de plissement qui en
re´sultent [57]. Ils ont donc conc¸u un dispositif expe´rimental permettant d’impo-
ser des de´placements radiaux le long d’un petit et d’un grand cercle. Dans leurs
expe´riences, un disque de latex est encastre´ le long de son bord exte´rieur sur une
monture circulaire. Un autre anneau circulaire avec un profil en forme de “L” per-
met d’imposer une certaine tension initiale To (figure 3.2-a). La membrane est
ensuite aspire´e vers le centre par un tube vertical, ce qui ge´ne`re une tension ra-
diale Ti. A` partir d’un certain rapport Ti/To des rides radiales apparaissent sur la
surface de la membrane (figure 3.2-b). Le nombre est proportionnel au rayon du
tube d’aspiration. En outre, la longueur de´pend e´norme´ment de la tension To ap-
plique´e sur la membrane. Quand celle-ci est suffisamment e´leve´e, la longueur des
rides augmente line´airement en fonction du de´placement impose´ dans le centre,
tandis que lorsque To est faible, la longueur des rides augmente comme la racine
carre´e du de´placement.
44 CHAPITRE 3. LA COURONNE E´LASTIQUE
a b
Figure 3.2 – a) Sche´ma du dispositif expe´rimental utilise´ par Ge´minard et al. [56]. b)
Vue de dessus des rides forme´es sur la membrane flexible (cliche´ pris de [56]).
Une seconde expe´rience [58] est inspire´e des motifs plisse´s apparaissant sur la peau
pre`s d’une cicatrice. La peau e´tant sous tension, une re´tractation locale a en effet
lieu lors du processus de cicatrisation. La ge´ome´trie axisyme´trique des expe´riences
est similaire, mais cette fois ce sont des forces qui sont impose´es sur la membrane
(en utilisant des poids re´partis sur les bords de la membrane). Finalement ce type
d’expe´riences a permis de de´crire d’une fac¸on de´taille´e la formation des plis sur
une membrane flexible soumise a` une tension radiale.
Cependant, pour approcher les expe´riences de Ge´minard et al. au cas de la
goutte sur la membrane flottante, il faudrait tenir compte des effets de la gravite´
lie´s au de´placement du poids de l’eau situe´e sous la membrane.
Dans le cadre de notre travail de recherche, nous proposons un dispositif qui
permet de prendre en compte ces effets de gravite´, et qui utilise en plus la tension
de surface comme moteur. Conside´rons un disque mince flottant a` la surface de
l’eau, comme celui des expe´riences de Huang et remplac¸ons la goutte par un trou
dans le centre de la membrane de manie`re a` former une couronne (figure 3.3). A
priori, cette couronne sera donc soumise a` une tension isotrope, due a` l’action de
la tension de surface de l’interface liquide-air aux bords (situation e´quivalente au
cas Ti = To dans les expe´riences de Ge´minard). Cependant, si nous ajoutons un
peu de tensioactif a` l’exte´rieur de la couronne, une diffe´rence de tension apparaˆıt
entre ses bords inte´rieur et exte´rieur, analogue a` la diffe´rence de tension ge´ne´re´e
par l’aspiration du centre de la membrane dans les expe´riences de Ge´minard et
45
Figure 3.3 – a) Sche´ma d’une couronne qui se contracte d’une distance δr a` cause d’une
diffe´rence de tension. b) De´finition de la longueur d’onde sur une couronne flambe´e.
al..
De quel ordre doit eˆtre cette diffe´rence de tension de surface pour provoquer
l’apparition de rides sur la membrane ?
Imaginons une couronne e´lastique d’e´paisseur h et de rayons inte´rieur et exte´-
rieur a et b qui flotte sur la surface de l’eau (figure 3.3-a). La pre´sence de tensioactif
a` l’exte´rieur nous impose γo < γi. Cette diffe´rence de tensions engendre une trac-
tion de la couronne vers l’inte´rieur et de´place les bords r = a et r = b d’une
distance δr (par simplicite´ nous conside´rerons que toutes les de´formations sur la
couronne sont isome´triques). Au premier ordre, le gain en e´nergie de surface est
donc :
Us = 2piδr(aγi − bγo). (3.3)
Cependant, lorsque la couronne se de´place de δr vers l’inte´rieur, son pe´ri-
me`tre se re´duit de 2piδr, ge´ne´rant une compression proportionnelle a` δr/a. Cette
compression induit le flambage de la membrane hors du plan selon un mode de
longueur d’onde λ et d’amplitude A. L’e´nergie e´lastique correspondante est ainsi
donne´e par :
Ub ∼ Eh3
(
A
λ2
)2
aw, (3.4)
Remarquons que ce mode`le simplifie´ ne peut de´crire que les cas ou` toute la sur-
face est plisse´e, ce qui corresponde a` des couronnes e´troites (a proche de b). Si
nous supposons que le profil de de´formation est sinuso¨ıdal, l’inextensibilite´ de la
membrane nous impose le lien suivant entre l’amplitude et la longueur d’onde :
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A ∼ λ√δr/a. Nous en de´duisons :
Ub ∼ Eh3 δr
λ2
w. (3.5)
Cette de´formation hors plan entraˆıne e´galement un de´placement vertical de l’eau
du bain , ce qui correspond a` l’e´nergie potentielle :
Ug ∼ ρgA2aw ∼ ρgλ2δrw, (3.6)
ou` ρ et g sont la masse volumique de l’eau et la constante de gravite´. Enfin,
le me´nisque est sure´leve´ autour de la membrane d’une hauteur typique A. Ce
me´nisque s’e´tale late´ralement sur une distance de l’ordre de Lc = (γ/ρg)
1/2 [1],
ce qui correspond a` une augmentation de la longueur de l’interface liquide-air de
l’ordre de A2/Lc. L’e´nergie de surface inte´gre´e sur les contours inte´rieur et exte´rieur
s’e´crit donc :
Um ∼ (aγ1/2i + bγ1/2o )(ρg)1/2A2. (3.7)
Le gain en e´nergie de surface est donc compense´ par la somme Ub + Ug + Um
re´sultant de la de´formation de la membrane. Si nous nous concentrons sur le cas
ou` w  Lc, nous pouvons ne´gliger l’apport de l’e´nergie du me´nisque a` l’e´nergie
totale. En minimisant Ub + Ug nous trouvons une longueur d’onde optimale :
λ ∼
(
Eh3
ρg
)1/4
. (3.8)
Nous pouvons finalement estimer un crite`re de formation des plis sur la cou-
ronne en imposant la condition Us > Ub + Ug :
γo
γi
<
a
b
− Lec
Lc
(
1− a
b
)
. (3.9)
Nous trouvons que le seuil de flambage est de´termine´ non seulement par les carac-
te´ristiques ge´ome´triques de la couronne, mais aussi par les proprie´te´s me´caniques
de la membrane. La diffe´rence de tension ne´cessaire au flambage sera d’autant
plus grande que la rigidite´ de la membrane est e´leve´e. Cependant, meˆme pour
des membranes extreˆmement souples (Lec → 0), le rapport de tensions doit eˆtre
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infe´rieur au rapport entre les rayons de la couronne pour que cette dernie`re flambe.
Nous venons ainsi de montrer a` partir d’une simple analyse en loi d’e´chelle, qu’il
est possible d’engendrer la formation de rides sur une couronne flexible soumise a`
une diffe´rence de tension. Dans la suite de ce chapitre, nous allons pre´senter une
analyse expe´rimentale plus de´taille´e du proble`me.
3.1 Dispositif Experimental
Le but du dispositif expe´rimental est de ge´ne´rer et de mesurer la de´forma-
tion d’une couronne e´lastique due a` une diffe´rence de tension de surface entre ses
bords inte´rieur et exte´rieur, de rayons respectifs a et b, et d’e´paisseur h tels que
(b− a) h. La ge´ometrie de ces couronnes est re´presente´e dans la figure 3.5.
3.1.1 Couronnes e´lastiques
Des couronnes de diffe´rents rapports d’aspect a/b ont e´te´ de´coupe´es dans des
couches minces de Vinylpolysiloxane Elite (module d’e´lasticite´ E=250 kPa et co-
efficient de Poisson ν = 0.5) de´pose´es sur des plaques de plexiglass. Comme au
chapitre 2, nous avons utilise´ la technique d’enduction centrifuge (spin-coating),
avec laquelle on peut obtenir simplement des membranes d’e´paisseurs controˆle´es,
qui de´pendent de la vitesse de rotation (d’autant plus minces que la vitesse est
e´leve´e). Dans la table 3.1 nous pre´sentons les diffe´rentes e´paisseurs h et rapports
d’aspect a/b utilise´s dans nos expe´riences. Pour toutes les couronnes de 30µm
d’e´paisseur, la valeur du rayon inte´rieur est constante a = 20mm, tandis que pour
chacune des autres e´paisseurs (16, 50, 80 et 110 µm), nous avons fabrique´ deux
couronnes avec a = 16mm et a = 25mm.
h (µm)
a/b
0.80 0.75 0.70 0.65 0.60 0.55 0.50 0.40 0.36
16 X
30 X X X X X X X X
50 X
80 X
110 X
Table 3.1 – Parame`tres expe´rimentaux
48 CHAPITRE 3. LA COURONNE E´LASTIQUE
a
h
b
Figure 3.4 – Ge´ometrie des couronnes.
3.1.2 Ge´ne´ration et mesures de la diffe´rence de tension de
surface
Une fois de´coupe´e, la couronne est de´pose´e a` la surface d’un bain d’eau distille´e
contenu dans une cuve en plexiglass. Pour ge´ne´rer une diffe´rence de tension de
surface entre l’inte´rieur (γi) et l’exte´rieur (γo) de la couronne, nous ajoutons une
dose initiale de 10 µl de tensioactif (liquide vaisselle) a` l’exte´rieur de la couronne.
Puis, a` l’aide d’une barre de teflon nous re´duisons progressivement la surface d’eau
accesible au tensioactif pour augmenter la concentration de ce dernier et provoquer
une chute progressive de la tension de surface a` l’exte´rieur (fig. 3.5). Deux capteurs
de force Fluke (10 g charge max.) et deux plaques de platine (2 cm coˆte´) nous
permettent mesurer simultane´ment la tension surface de l’eau a` l’inte´rieur et a`
l’exte´rieur de la couronne. Ayant une condition de mouillage total de l’eau sur le
platine (angle de contact θc = 0), la force mesure´e par les capteurs de force est
directement transforme´e au valeur de la tension de surface a` partir de la relation :
γ = ft/2lp (3.10)
ou` lp = 20mm est la largeur des plaques.
Le signal de chacun des capteurs de force est acquis par une carte NI U et puis
envoye´ vers un ordinateur ou` il est traite´ avec un programme Labview.
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Figure 3.5 – Dispositif expe´rimental.
3.1.3 Mesure de la deformation
La de´formation hors de plan des couronnes est mesure´e a` l’aide de la technique
optique Free Surface Synthetic Schlieren (FS-SS) de´veloppe´e par F. Moisy [59].
Cette technique optique est utilise´e pour mesurer la topographie instantane´e d’une
interface entre deux fluides transparents. La me´thode est base´e sur l’analyse de
l’image re´fracte´e d’un motif de points visualise´ a` travers l’interface. Un champ
de de´placement apparent entre l’image re´fracte´e et une image de re´fe´rence (prise
lorsque la surface est plate) est obtenu a` l’aide d’un algorithme de corre´lation
d’images. Une inte´gration nume´rique de ce champ de de´placement est ensuite
utilise´ pour faire une reconstruction instantane´e de la hauteur de la surface.
Nous profitons de la transparence du polyme`re utilise´ 1 pour imple´menter cette
technique a` la mesure de la de´formation hors du plan de la couronne. Un motif
ale´atoire de points avec une densite´ de 50 points/cm2, cre´e´ a` l’aide du programme
makebospattern.m 2, est colle´ au fond de la cuve transparent et e´claire´ par le des-
sous graˆce a` une plaque lumineuse (LEDS) afin d’ame´liorer la de´finition des points
lors de la prise des images. Un miroir est situe´ sur la cuve a` une distance Lm avec
un angle d’inclination de 45o par rapport au plan de la surface de l’eau. Ce miroir
permet d’avoir une vue panoramique de la cuve en s’affranchissant des images des
supports des capteurs sur les cliche´s (fig. 3.7). Avant le de´but de l’expe´rience, il est
indispensable d’obtenir une image de couronne quand la surface est encore com-
1. Le polyme`re peut eˆtre conside´re´ transparent seulement pour les e´paisseurs de membrane
infe´rieures a` 200 µm (au-dela`, les membranes sont opaques).
2. de´veloppe´ par F. Moisy et aussi disponible gratuitement sur le site http ://www.fast.u-
psud.fr/m˜oisy/ml/misc/makebospattern.m
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Figure 3.6 – Configuration du dispositif experimental.
ple`tement plate. Cette image servira comme image de re´fe´rence dans l’obtention
du champ de de´placement. Les images suivantes sont prises dans les diffe´rentes
e´tapes de la de´formation de l’anneau qui varient selon le rapport de tension de
surface γo/γi.
A` la fin de l’expe´rience, l’ensemble des images obtenues sont traite´es avec le
logiciel Davis 7.0 (LaVision) afin d’obtenir les champs de de´placement des points
lors de la de´formation. Dans cette de´marche, nous corre´lons chacune des images a`
l’image de re´fe´rence. pour calculer les champs de de´placement. La taille des feneˆtres
d’interrogation est choisie de manie`re a` avoir au moins 6 points dans chacune. Les
champs de de´placement sont finalement inte´gre´s pour obtenir le profil de la surface
a` chaque point.
3.1.4 Relation entre le champ de de´placement et le gra-
dient de surface.
D’apre`s F. Moisy [59], le champ de de´placement δr issu de la corre´lation des
images peut eˆtre lie´ au gradient de hauteur ∆h a` partir de l’expression suivante :
∇h = −δr
h∗
(3.11)
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.
Figure 3.7 – Images de l’anneau avant et apre`s de´formation.
ou` 1/h∗ = 1/αhp−1/H. Ici, hp est la distance entre le motif de points et la surface
de l’eau, H est la distance totale entre le motif de points et l’objectif de l’appareil
photo et α = 1− n/n′ ou` n et n′ sont les indices de re´fraction de la lumie`re dans
l’air et l’eau respectivement. Cependant, cette expression est valide seulement si
les conditions suivantes sont ve´rifie´es :
– La distance entre le motif de points et l’appareil photo H est grande par
rapport a` la taille du champ mesure´ (dans notre cas le rayon exte´rieur b
est une bonne approximation de la taille du champ). Cette condition donne
comme re´sultat un angle de parallaxe maximal βmax ' L/(
√
2H) 1 .
– Les pentes de la surface restent faibles. C’est a` dire que l’angle θ forme´ par
le vecteur normal a` la surface nˆ et la verticale zˆ est petit.
– L’amplitude de de´formation est petite par rapport a` la distance entre le motif
de points et la surface, h(x, y) hp.
Il faut remarquer que dans la de´monstration de l’eq. 3.11 en [59], la distance
hp est conside´re´e e´gale a` la profondeur de l’eau. Dans notre cas, hp est e´gale a`
la somme des e´paisseurs du fond de la cuve hplexi = 1.5 mm, la couche d’eau
heau ∼ 6 mm et l’anneau e´lastique 16 < h < 110 µm, ou` tout les trois mate´riaux
ont des indices de re´fraction de la lumie`re diffe´rents (fig. 3.8). Pour re´soudre ce
proble`me il faut remplacer hp par une distance effective qui prenne en compte
l’existence des diffe´rents mate´riaux.
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Figure 3.8 – Indices de re´fraction pour une configuration multicouches.
En partant de l’hypothe`se H  hp, nous pouvons conside´rer seulement les
composantes verticales des rayons de lumie`re. Cela permet d’e´crire le de´placement
δx comme la somme des de´placements e´le´mentaires :
δx =
(
heau +
n
neau
heau +
n
nplexi
hplexiglass +
n
na
h
)
∂h
∂x
(3.12)
Si nous additionnons les composantes en chaque direction, xˆ et yˆ, le re´sultat peut
eˆtre e´crit sous la meˆme forme que l’e´quation 3.11, ou` la distance effective hp est la
somme des e´paisseurs de chaque couche ponde´re´es par les indices de re´fraction :
hp = heau +
neau
nplexiglass
hplexi +
neau
na
h. (3.13)
Dans le cadre de nos expe´riences, h hplexi. En conside´rant aussi que neau ∼ nplexi,
nous utilisons ainsi une distance effective
hp = heau + hplexi (3.14)
Les inte´grations de tous les champs de de´placements (e´quation 3.11) ont e´te´ re´a-
lise´es avec le programme PIVMat, de´veloppe´ par F. Moisy et disponible gratuite-
ment sur le site web de Matlab 3. Pour obtenir la hauteur de la surface en chaque
point il suffit de rentrer le champ de de´placement sous forme matricielle, ainsi que
la valeur de H, hp et neau. PIVMat donne comme re´sultat une matrice qui contient
3. http ://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/authors/20315
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le champ des hauteurs calcule´es. Un exemple des profils de hauteur obtenus a` partir
de PIVMat est ilustre´ dans la fig. 3.9.
a
b
c
Figure 3.9 – Images des champs de hauteur obtenues a` partir de PIVMat pour un
anneau h = 30µm et a/b = 0.5. Chaque image correspond a` une valeur de γo/γi diffe´rent,
a) γo/γi = 0.9 en de´ssous du seuil, b) 0.42 et c) 0.37. L’e´chelle est en mm.
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3.1.5 Re´solution du profil.
Les incertitudes sur la mesure du champ de hauteur de´pendent principalement
des incertitudes sur la ge´ne´ration des champs de de´placement. Nous pouvons esti-
mer une incertitude dans les mesures de l’amplitude de la forme suivante [59,60] :
∆A
A
= 5
L
λN
(3.15)
ou` λ est la longueur d’onde de la de´formation, L est la taille de l’image, N est le
nombre de points (L est la taille de la feneˆtre d’interrogation en pixels) et  est
le bruit moyen de la mesure du champ de de´placement. Dans nos expe´riences ces
valeurs sont L ∼ 13 cm, N = 178, λ ∼ 3 mm et  ∼ 0.02. Cela donne une erreur
dans les mesures de l’amplitude de l’ordre de 2%.
Ne´anmoins, il faut ve´rifier la pre´cision des mesures faites avec la technique FF-
FS pour la gamme des pentes que nous trouvons dans nos expe´riences. Pour cela,
nous avons re´alise´ une expe´rience mode`le qui nous permet d’utiliser en paralle`le
une autre me´thode de mesure directe. Nous avons ainsi mesure´ la de´formation
uni-axiale d’une lame en verre bombe´e comme illustre´ dans la figure 3.10. Afin de
rester le plus proche possible des expe´riences avec les anneaux, la lame est place´e
dans la cuve et maintenue en contact avec la surface de l’eau lors de la de´formation.
De cette manie`re nous gardons le meˆme nombre de couches et la meˆme distance
effective hp que dans nos expe´riences avec les couronnes (e´quation 3.14).
eau
eau
L
d h
L
A
dL
a b
Figure 3.10 – Expe´rience de calibration, a) dimensions de la lame : L = 60 mm,
d = 25 mm et h = 40 µm. b) Sche´ma de la de´formation de la lame due a` la compression
laterale.
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L’amplitude maximale de de´formation A que nous pouvons atteindre sans
perdre le contact de l’eau avec la lame est Amax ∼ lc, ou` lc =
√
γ/ρg est la
longueur capillaire. Cette amplitude est susceptible d’eˆtre mesure´e avec ImageJ
a` partir des images late´rales de la lame, avec une incertitude de ±0.1 mm. Dans
le de´roulement de l’expe´rience nous comprimons la lame progressivement (avec
des pas ∆L = 20µm) jusqu’a` ce que l’amplitude Amax soit atteinte. Durant la
de´formation nous prenons des photos par le dessus (en suivant la proce´dure pour
l’application de la FS-SS pre´sente´e dans la section pre´ce´dente) et par le coˆte´. Les
premiers cliche´s sont utilise´s pour le calcul du profil des hauteurs avec la FS-SS
et les autres pour la mesure directe de l’amplitude maximale de de´formation avec
le logiciel ImageJ. Cette proce´dure est re´pe´te´e cinq fois. Des exemples de chacun
des types des images sont montre´es dans la figure 3.11.
a
b
Figure 3.11 – Images de l’expe´rience de calibration, a) vue late´rale et b) vue de dessus.
Comme montre´ dans l’e´quation 3.11, le gradient de la hauteur de la surface
est directement proportionnel au champ de de´placement apparent des points dans
le fond de la cuve. L’erreur de la mesure du champ de de´placement e´tant pro-
portionnelle a` l’erreur de la pente calcule´e, il est indispensable que la pente de
de´formation de la surface dans notre expe´rience de calibration soit du meˆme ordre
de grandeur que celle qu’on trouve dans la de´formation des anneaux. Dans l’ex-
pe´rience de calibration nous utilisons une lame de longueur L = 60 mm avec une
amplitude maximale de de´formation Amax ∼ 2.7mm, a` partir de laquelle nous
pouvons estimer dw/dx ∼ 0.045. Cette pente est du meˆme ordre que celle que l’on
trouve dans la de´formation des couronnes, ou` nous observons des plis d’amplitude
Aa ∼ 150µm avec des longueurs d’onde λ ∼ 3 mm. La figure 3.12 montre la
relation des amplitudes mesure´es avec chacune des techniques.
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Figure 3.12 – Comparaison de l’amplitude de de´formation mesure´e en utilisant la
technique FS-SS et ImageJ.
Notre expe´rience de calibration permet donc de valider la fiabilite´ des mesures
re´alise´s avec la technique FS-SS pour la gamme des de´formations obtenues dans
nos expe´riences.
3.2 Origine de la formation des plis.
3.2.1 Distribution des contraintes
Pour comprendre la formation des plis, il faut estimer la distribution des
contraintes dans la couronne lorsqu’elle est soumise a` une diffe´rence de tension
entre ses bords inte´rieur et exte´rieur. Avant la de´formation, le proble`me est re´duit
au cas bidimensionnel axi-syme´trique. L’e´quilibre des forces dans les directions
radiale et tangentielle d’un e´le´ment infinite´simal de la couronne (figure 3.13) est
alors de´crit par les e´quations [25] :
∂σr
∂r
+
1
r
∂τrθ
∂θ
+
σr − σθ
r
= 0, (3.16)
1
r
∂σθ
∂θ
+
∂τrθ
∂r
+
2τrθ
r
= 0, (3.17)
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ou` σr et σθ sont les composantes normales des contraintes dans les directions
radiale et orthoradiale respectivement, et τrθ est la contrainte de cisaillement.
γ
οa
b
O
σθ
σr γi
y
x
Figure 3.13 – Ele´ment infinite´simal pour le calcul des contraintes.
Si la distribution des contraintes est axi-syme´trique, les composantes des contraintes
ne dependent plus de θ et par simmetrie τrθ = 0. L’e´quation 3.17 est ainsi re´duite
a` :
∂σr
∂r
+
σr − σθ
r
= 0. (3.18)
Cette e´quation est satisfaite en prenant
σr =
1
r
∂φ
∂r
,
σθ =
∂2φ
∂r2
, (3.19)
ou` φ est la fonction de contrainte qui de´pend exclusivement de r et qui doit
satisfaire l’e´quation de compatibilite´ :
d4φ
dr4
+
2
r
d3φ
dr3
− 1
r2
d2φ
dr2
+
1
r3
dφ
dr
= 0. (3.20)
Cette dernie`re e´quation peut eˆtre re´solue en introduisant une nouvelle variable t,
telle que r = et, et a pour solution ge´ne´rale :
φ = A ln r +Br2 ln r + Cr2 +D (3.21)
ou` A,B,C et D sont des constantes d’inte´gration qu’il faut trouver a` partir des
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conditions aux limites du proble`me. Avec cette solution ge´ne´rale, les composantes
des contraintes de l’e´q. 3.19 deviennent alors
σr =
A
r2
+B(1 + 2 ln r) + 2C
σθ = −A
r2
+B(3 + 2 ln r) + 2C. (3.22)
La couronne e´tant un cercle ferme´ avec des de´placements orthoradiaux constants,
la constante B est nulle [25]. Dans le cas de l’anneau qui flotte sur la surface de
l’eau, nous avons e´galement σr(r = a) = γi/h et σr(r = b) = γo/h, ce qui permet
de de´terminer :
A =
a2b2(γo − γi)
a2 − b2 ,
C =
γia
2 − γob2
a2 − b2 . (3.23)
La distribution des contraintes radiales et orthoradiales ge´ne´re´es sur la cou-
ronne tant qu’elle reste plate est ainsi donne´e par :
Nr = hσr =
γia
2 − γob2 − a2b2r2 (γi − γo)
a2 − b2 ,
Nθ = hσθ =
γia
2 − γob2 + a2b2r2 (γi − γo)
a2 − b2 . (3.24)
A` partir de ces expressions, qualifie´s de solution de Lame´, nous pouvons remar-
quer que la contrainte radiale σr est toujours positive a` condition que γi ≥ γo > 0
et a < r < b. Cependant, la contrainte orthoradiale peut devenir ne´gative si :
γo
γi
≤ a
2/b2 + 1
2
. (3.25)
Lorsque σθ < 0 l’anneau est soumis a` une compression dans une re´gion a <
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r < R∗, ou` R∗ est de´fini par
R∗ = a
√
1− γo/γi
γo/γi − a2/b2 . (3.26)
Cette contrainte orthoradiale ne´gative entraˆıne la de´formation de la couronne hors
de plan.
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Figure 3.14 – Contraintes radiale et orthoradiale en fonction de la distance au rayon
inte´rieur a de la couronne. Si la condition 3.25 est ve´rifie´e, la contrainte orthoradiale est
ne´gatie en dessous d’un certain seuil R∗.
C’est en effet cette contrainte orthoradiale ne´gative qui entraˆıne la de´formation
de la couronne hors de plan.
3.2.2 Instabilite´ de flambage : le cas unidimensionnel.
Par simplicite´, nous estimerons un seuil de flambage de la couronne en consi-
de´rant le cas unidimensionnel d’une tige qui est soumise, comme dans le cas de la
couronne, a` une charge axiale (fig. 3.15 a). Dans le cas d’une seule dimension, la de´-
formation hors du plan de la tige est donne´e (dans le cas des faibles de´formations)
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par l’e´quation suivante [24] :
B
∂4w
∂x4
+ T
∂2w
∂x2
= 0, (3.27)
ou` w de´signe le profil de la tige, B est le module de flexion et T la force axiale
applique´e aux extre´mite´s de la tige.
La solution non nulle satisfaisant des conditions aux limites : w(0) = w(L) =
w′′(0) = w′′(L) = 0, est
w = A sin(kx) (3.28)
ou` k =
√
T/B. Pour satisfaire les conditions aux limites il nous faut sin(kl) = 0,
alors, kL = npi. Cette condition permet d’estimer une valeur critique de T au dela`
de laquelle on attend l’instabilite´ de flambage (d’Euler) :
Tcrit =
n2pi2B
L2
, (3.29)
ou` n est un entier positif. Vu que nous nous inte´ressons a` la charge minimale T qui
puisse entraˆıner le flambage, nous pouvons de´duire facilement que la valeur non
nulle de n qui minimise 3.29 est n = 1. Dans la limite des faibles de´formations, la
tige prend donc une forme d’arche illustre´e dans la figure 3.15 b. Cependant, dans
Figure 3.15 – Flambage d’une tige : a) e´tat plat T < Tcrit, b) e´tat flambe´ T > Tcrit
(flambage d’Euler) et c) e´tat flambe´ T > Tcrit sur un substrat de´formable.
notre cas la tige n’est pas libre mais solidaire du bain. Il nous faut donc prendre
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en compte l’e´nergie potentielle de l’eau de´place´e lors du flambage de la tige. Si
nous ajoutons l’effet de l’hydrostatique dans l’e´quation (1.27) , nous obtenons :
B
∂4w
∂x4
+ T
∂2w
∂x2
+ ρgw = 0 (3.30)
ou` ρ est la densite´ de l’eau et g est la constante de la gravite´. Avec les meˆmes
conditions aux limites qu’avant, cette e´quation a aussi comme solution :
A sin(mx), (3.31)
mais avec
m =
√
−T +√T 2 − 4ρgB
2B
. (3.32)
Encore pour satisfaire les conditions aux bords il faut que mL = npi. A` partir de
cette condition nous pouvons estimer la force ne´cessaire pour entraˆıner le flam-
bage :
T =
pi2B
l2
(
n2 +
ρgl4
n2pi4B
)
. (3.33)
En minimisant T en fonction de n nous trouvons que la force critique de flambage
est donne´e par :
Tcrit = 2
√
Bρg (3.34)
pour
n =
L
pi
(ρg
B
)1/4
. (3.35)
Ce re´sultat est compatible avec la loi d’e´chelle du mode`le simplifie´ pre´sente´ dans
l’introduction (e´quation 3.8). Une fois le seuil de flambage atteint, la tige se de´for-
mera en formant un motif de longueur d’onde λ = 2L/n = 2pi(B/ρg)1/4. Du point
de vue de l’e´nergie de courbure, il est plus favorable de former des bosses les plus
larges possible, tandis que des petites amplitudes minimisent l’e´nergie potentielle
de gravite´. Cependant, amplitude et longueur d’onde ne sont pas inde´pendantes
l’une de l’autre, mais sont lie´s par la condition de inextensibilite´ de la tige. En
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effet, la conservation de la longueur de la tige impose :
L0 =
∫ L
0
√
1 + w′2dx. (3.36)
En utilisant la solution w = A sin(mx), nous de´duisons :
 =
L0 − L
L0
∼
(
A
λ
)2
(3.37)
ou` λ est la longueur d’onde. Ainsi, des augmentations de la longueur d’onde qui
diminuent l’e´nergie de courbure de la tige, se traduisent par une augmentation
de l’amplitude qui ne sont pas e´nerge´tiquement favorables pour la colonne d’eau
souleve´e (et vice versa). C’est donc la compe´tition entre ces deux ingre´dients phy-
siques qui de´termine la longueur d’onde apre`s le flambage.
Bien que l’e´tude du cas unidimensionnel nous donne une ide´e de l’origine du
flambage dans notre proble`me, et nous permette d’illustrer les principaux ingre´-
dients physiques, ce cas demeure une approximation assez limite´e, valide unique-
ment dans le cas a ' b. Une description plus pre´cise du phe´nome`ne doit en effet
inclure les effets dans les autres directions.
3.2.3 De´flexion d’une plaque circulaire
Conside´rons a` pre´sent la couronne comme une plaque de syme´trie circulaire.
Dans le cas de petites de´formations, l’e´quation de de´flexion d’une plaque circulaire
soumise a` des forces dans le plan Nr et Nθ et a` une charge normale uniforme q
(fig. 3.16), est donne´e par l’expression [61] :
B∇4w −Nr ∂
2w
∂r2
−Nθ
(
1
r
∂w
∂r
+
1
r2
∂2w
∂θ2
)
+ q = 0. (3.38)
Si nous nous concentrons dans l’e´tat au voisinage du flambage, nous pouvons
conside´rer que les contraintes dans le plan sont celles de´crites par Lame´ et pre´sen-
te´es dans l’e´quation (3.24). La charge normale est donne´e par le poids du liquide
de´place´ lors de la de´formation de la membrane. En prenant les diffe´rents e´le´ments
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Figure 3.16 – Sche´ma de la de´formation hors de plan d’une plaque.
en compte, l’e´quation 3.38 devient :
B∇4w − σrh∂
2w
∂r2
− σθh
(
1
r
∂w
∂r
+
1
r2
∂2w
∂θ2
)
+ ρgw = 0. (3.39)
Cette e´quation a une solution non nulle au-dela` d’une certaine valeur ne´gative
de la contrainte orthoradiale σθ
4. Cette solution peut eˆtre e´crite de la forme :
w = f(r) sinmθ. (3.40)
Par simple substitution de (3.40) en (3.39) on trouve :
B
[
1
r
d
dr
(
r
d
dr
)
− m
2
r2
]2
f − σrhd
2f
dr2
+ ρgf = σθh
(
1
r
df
dr
− m
2f
r2
)
. (3.41)
Meˆme si l’e´quation 3.41 ne peut pas eˆtre re´solue de manie`re analytique, un
bilan des forces entre les diffe´rents termes peut donner une ide´e de certaines ca-
racte´ristiques de la solution. Dans la figure 3.17 nous pre´sentons une simplification
sche´matique de chacune des forces dominantes intervenant dans la de´formation de
la plaque hors du plan. Le premier terme de l’e´quation 3.41, repre´sente´ dans la
figure 3.17-a, correspond a` la force exerce´e par la plaque lorsqu’elle est courbe´e.
Le second terme correspond a` l’existence d’une tension radiale ge´ne´re´e, dans notre
cas d’e´tude, par la tension de surface de l’eau (figure 3.17 -b). Le troisie`me terme
prend en compte les effets de la gravite´ sur la colonne d’eau souleve´e (figure 3.17-
4. L’e´quation 3.39 pourrait aussi avoir des solutions non nulles pour valeurs de σr < 0 dans
le cas d’une compression aux bords, situation exte´rieure a` notre cas d’e´tude.
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d). Ces trois forces re´agissent contre la force orthoradiale qui entraine le flambage
et ont tendance a` maintenir la plaque dans son e´tat plat. Comme dans le cas
du flambage uni-dimensionnel, la rigidite´ de la plaque favorise les petits nombres
d’onde alors que les forces ge´ne´re´es par la gravite´ et la tension radiale favorisent au
contraire les petites amplitudes de de´formation. En conside´rant que la plaque est
Figure 3.17 – Sche´ma des forces dominantes lors de la de´formation : a) force due a` la
courbure de la plaque, b) a` l’e´tirement dans la direction de r et c) au poids de l’eau. La
force due a` la contrainte orthoradiale est illustre´e en d).
inextensible dans la direction orthoradiale (3.37), on peut estimer une valeur du
nombre de plis attendu en trouvant l’e´quilibre entre ces trois forces. Conside´rons
que lorsque la plaque se de´forme, des plis de hauteur A, largeur λ et longueur L
sont ge´ne´re´s. Si L <
√
σrh/ρg (dans notre cas nous avons σrh ∼ γi, donc L < Lc),
l’e´quilibre des forces dans la plaque est donne´ par l’expression :
B
λ4
∼ σr
L2
, (3.42)
A` partir de cet e´quilibre nous de´duisons :
λ =
√
L
(
B
σr
)1/4
(3.43)
Cette loi d’e´chelle a e´te´ trouve´ par Cerda [58] pour le flambage d’une membrane
circulaire en absence des effets de gravite´ (g = 0). Elle a e´galement e´te´ corrobore´e
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par Huang et al. [28] pour une membrane flottant sur la surface de l’eau avec des
plis dont la longueur L e´tait plus petite que la longueur capillaire.
Si au contraire les effets de la gravite´ dominent (ρg > σr/L
2, ou dans notre cas
L > Lc), nous retrouvons la longueur e´lasto-gravitaire :
λ ∼
(
B
ρg
)1/4
, (3.44)
comme dans le cas du flambage d’une membrane rigide sur un substrat de´formable
[62], [63] , ou` les contraintes de tension dans la direction normale a` la contrainte
responsable du flambage sont negligeables.
Une fac¸on d’estimer le seuil de flambage pour la plaque circulaire, est de trouver
le minimum du rapport de tension entre les bords inte´rieur et exte´rieur suffisant
pour ge´ne´rer une instabilite´ de flambage en r = a. Par simplicite´, nous reprendrons
l’expression de la force critique dans le cas unidimensionnel (3.34) pour constituer
une condition de flambage de la forme :
σθ(r = a) = −2
√
Bρg. (3.45)
Puis, a` partir de (3.24), le rapport entre les deux tensions au seuil est donne´
par :
γo
γi seuil
=
1
2
(
a2
b2
+ 1
)
+
√
Bρg
γi
(
a2
b2
− 1
)
(3.46)
=
1
2
(
a2
b2
+ 1
)
+
Lec
Lc
(
a2
b2
− 1
)
. (3.47)
Dans le cas de couronnes fines b = a(1 + ) (avec   1), le seuil se re´duit a`
γo/γi = (1−)−2Lec/Lc, et nous retrouvons un re´sultat proche de la loi d’e´chelle
pre´sente´e dans l’introduction γo/γi = (1 − ) − Lec/Lc (e´quation 3.9). Ces deux
lois co¨ıncident quand Lec  1 et pre´disent un comportement similaire 5 pour des
membranes de rigidite´ finie.
Dans la plupart des travaux qui ont e´te´ de´veloppe´s sur ce sujet [28, 29, 55, 56,
5. Les pre´facteurs de Lec/Lc sont diffe´rents dans les deux lois, car les e´nergies de flexion et
de gravite´ ont e´te´ e´value´es diffe´remment.
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58,64], les auteurs se centrent ne´anmoins sur le cas d’une plaque infinie a/b→ 0.
Dans une telle situation, le seuil du flambage est donne´ par :
γo
γi seuil
=
1
2
− Lec
Lc
. (3.48)
Quand la rigidite´ de la plaque est faible (B → 0) nous trouvons γo/γi = 1/2
comme valeur minimale pour entrainer le flambage. A` mesure que la rigidite´ de la
plaque augmente, le rapport de tensions γo/γi requis devient de plus en plus petit.
En effet pour le cas des plaques infinies, il arrive que γo/γi → 0 quand 2Lec → Lc.
Cela nous conduit a` une limite pour la rigidite´ de la plaque, au dela` de laquelle le
flambage est impossible a` atteindre 6(figure 3.18).
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Figure 3.18 – Seuil de flambage γo/γi seuil en fonction du rapport d’aspect a/b pour
diffe´rentes valeurs de Lec.
Cependant, pour des rapports d’aspect a/b > 0 il existe encore la possibilite´
de flamber meˆme si LEC > 1/2Lc, comme on peut le voir su l’e´quation 3.47.
6. Sous l’hypothe`se que la contrainte exerce´e a` l’exterieur de l’anneau est toujours une tension
dont la valeur minimale est 0 (une tension superficielle ne peut eˆtre compressive).
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3.3 Confrontation expe´rimentale du nombre des
plis et seuil de flambage
Comparons a` pre´sent nos observations expe´rimentales aux arguments the´o-
riques pre´sente´s dans la section pre´ce´dente. En premier lieu, nous nous focaliserons
sous la longueur d’onde, puis nous de´crirons le seuil de flambage.
Afin d’avoir une perspective plus comple`te du proble`me, nous comparerons
e´galement nos re´sultats expe´rimentaux avec les re´sultats de l’analyse de stabilite´
marginale de l’e´quation 3.41, a` partir de laquelle on calculons les valeurs de γo/γi
et λ au seuil. Cette analyse est re´solue nume´riquement avec la procedure bvp4c de
MATLAB. Une description plus pre´cise de l’e´valuation nume´rique, ainsi que des
conditions aux limites utilise´es sont pre´sente´es en annexe A.
3.3.1 Longueur d’onde
La figure 3.20 montre des images de couronnes de diffe´rentes caracte´ristiques
durant leur de´formation hors du plan. Chaque ligne correspond a` une e´paisseur de
la couronne diffe´rente, h = 16, 50, 81 et 90 µm. Chacune des colonnes correspond a`
une e´tape de de´formation, ou` la premie`re colonne montre l’e´tat plat et la dernie`re
le plus de´forme´. Cependant, les valeurs de γo/γi requises pour ge´ne´rer ces e´tats de
de´formation sont diffe´rentes pour les quatre images d’une meˆme colonne.
Par simple inspection de l’image il apparaˆıt que le nombre des plis est d’autant
plus e´leve´ que la membrane est fine. Il faut remarquer aussi que les plis ont une
longueur comparable a` la largeur des couronnes, L ∼ 13mm > Lc, et donc, on
attendrait que les effets gravitationnels dominent devant les effets de la tension
radiale. Il est alors possible d’e´crire a` partir de l’e´quation 3.44 une relation entre
la longueur d’onde et l’e´paisseur de la membrane de la forme :
λ ∼ βth3/4 (3.49)
ou` βt = 2pi(E/(12(1 − ν2)ρg))1/4. La figure 3.19 pre´sente les donne´es expe´rimen-
tales de λ obtenues pour diffe´rentes valeurs de h. A` cause de la forme circulaire
des couronnes, la longueur d’onde des plis varie en proportion a` la distance au
bord inte´rieur. Donc, tant pour les re´sultats expe´rimentaux que pour les re´sultats
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Figure 3.19 – Valeurs expe´rimentales (cercles) et nume´riques (triangles) pour la lon-
gueur d’onde en fonction de l’e´paisseur de l’anneau. La ligne continue correspond a`
l’expression the´orique λ ∼ 2pi(E/(12(1− ν2)ρg))1/4h3/4.
nume´riques, nous prenons la longueur d’onde a` une distance dλ, qui correspond
au centre de la re´gion plie´e.
En accord avec la the´orie, la longueur d’onde augmente comme h3/4. L’ajus-
tement des donne´es a` une courbe de la forme f(h) = βeh
α donne comme re´sultat
βe = 9.17 ± 0.95 et α = 0.75 ± 0.02. En meˆme temps, nous trouvons une valeur
the´orique de βt = 8.15± 0.8. Du point de vue nume´rique, la simulation donne une
valeur de α = 0.76±0.05 avec un coefficient βn = 8.1±0.79. Ainsi il existe un tre`s
bon accord entre la pre´diction the´orique et les expe´riences, non seulement pour
l’exposant α, mais aussi pour le pre´facteur β. Ce dernier confirme que dans notre
proble`me les effets de la gravite´ sont dominants devant la tension radiale dans la
de´finition du nombre des plis, contrairement a` ce qui se passe dans les expe´riences
re´alise´es par Huang et al. [28].
Nous avons e´galement observe´ que la longueur d’onde n’est pas modifie´e meˆme
tre`s au dela` du seuil de flambage, comme on s’y attend pour le flambage sur une
fondation (elle ne de´pend que d’un e´quilibre entre rigidite´ de flexion et gravite´).
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Figure 3.20 – Images des couronnes d’e´paisseurs diffe´rentes durant leur de´formation
hors du plan. a) h = 16µm et a/b = 0.65,b) h = 50µm et a/b = 0.65,c) h = 81µm et
a/b = 0.65,a) h = 110µm et a/b = 0.70. La valeur du rayon interne est a = 50mm dans
tout les cas.
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3.3.2 Seuil de flambage
Nous de´terminons le seuil de flambage a` partir des mesures de l’amplitude
en fonction de la diffe´rence de tension applique´e γo/γi. Plus pre´cise´ment, nous
mesurons l’e´volution de l’amplitude de la de´formation dans le voisinage de r = a.
Comme dans le cas de syste`mes supercritiques nous retrouvons A2 ∝ γo/γi −
γ0/γi seuil (figure 3.21). A` partir d’un ajustement des donne´es expe´rimentales, nous
obtenons la valeur de γo/γi au seuil.
Malgre´ la bonne pre´cision avec laquelle nous re´alisons les mesures de l’ampli-
tude de de´formation de la membrane, nos barres d’erreur restent conside´rables
pour les valeurs pre´sente´es dans la figure 3.21. Cela est en partie duˆ au fait que
les amplitudes montre´es repre´sentent la moyenne des amplitudes des n plis qui se
forment autour de la couronne (les barres d’erreur correspondent a` l’e´cart type de
nos mesures). Ce manque d’homoge´ne´ite´ peut eˆtre attribue´e a` plusieurs raisons,
mais nous conside´rons que la plus importante dans notre cas est lie´e a` des de´fauts
dans l’e´laboration des couronnes (irre´gularite´s dans la surface ou l’e´paisseur), ce
qui favorise la formation des plis pre`s des re´gions inhomoge`nes.
Le seuil de flambage a e´te´ e´value´ pour des conditions expe´rimentales diffe´rentes.
Dans une premie`re se´rie d’expe´riences nous avons de´termine´ le seuil de flambage
en fonction de la variation du rapport d’aspect a/b pour des valeurs de Lec fixes.
Puis, en maintenant fixe a/b, nous avons fait varier la valeur de Lec en changeant
l’e´paisseur des couronnes. Tous les autres parame`tres expe´rimentaux sont reste´s
fixes tout le long des expe´riences.
Cependant, il faut faire attention aux valeurs de a/b et Lec utilise´es. En effet,
la possibilite´ de ge´ne´rer ou pas une instabilite´ de flambage est e´tablie par l’inter-
action entre ces deux parame`tres (eq. 3.47). D’abord il faut conside´rer que nous
sommes limite´s expe´rimentalement a` un rapport minimal γo/γi. La tension de sur-
face de l’eau peut eˆtre re´duite au maximum a` une valeur d’environ 25 mN/m
avec le tensioactif utilise´, ce qui donne un rapport limite γo/γi ∼ 1/3. En tenant
compte de cette limite expe´rimentale et a` l’aide de l’expression 3.47, nous pou-
vons pre´voir si une couronne est susceptible de flamber en fonction de son rapport
d’aspect et de sa rigidite´. Un diagramme illustrant cette condition est pre´sente´
dans la figure 3.22. Effectivement, a` mesure que la rigidite´ des anneaux augmente,
nous sommes oblige´s d’augmenter le rapport d’aspect pour atteindre le flambage.
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Figure 3.21 – Valeurs expe´rimentales de l’amplitude de de´formation en fonction du
rapport des tensions applique´es. Les re´sultats correspondent a` des couronnes de diffe´rents
rapports d’aspect a/b. Les lignes en pointille´s correspondent a` l’ajustement de chaque
une des se´ries de donne´es a` une expression de la forme A2 = αγo/γi + β.
Comme nous le verrons par la suite, ces restrictions limitent d’une manie`re consi-
de´rable le domaine d’action de nos expe´riences, surtout lorsque nous e´tudierons la
longueur des plis.
Dans la figure 3.23 nous pre´sentons les re´sultats expe´rimentaux et nume´riques
obtenus pour la variation du seuil de flambage en fonction du rapport d’aspect de
l’anneau. Comme pre´vu dans la the´orie simplifie´e (e´quation 3.47), nous observons
qu’a` mesure que a/b diminue, le contraste de tension doit eˆtre de plus en plus
fort pour entraˆıner le flambage. Nous observons que la pre´diction the´orique sous-
estime la valeur du seuil de flambage par rapport a` re´solution nume´rique ou a`
l’expe´rience, ce qui est normal car elle a e´te´ de´rive´e d’une simplification au cas
unidimensionnel, ou` le flambage n’est pas contrarie´ par les effets de la ge´ome´trie
circulaire. Par exemple, la valeur de γo/γi au seuil pour a/b = 0 pre´dite par la
the´orie est 1/2 − Lec/Lc ∼ 0.45. Un ajustement des donne´es nume´riques a` une
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Figure 3.22 – Re´gions de susceptibilite´ de flambage dans une espace Lec/Lc vs a/b. La
ligne solide a e´te´ calcule´ a` partir de l’e´quation 3.47 avec σo/σi = 1/3. Les cercles et les
triangles indiquent les caracte´ristiques des anneaux utilise´s dans nos expe´riences.
courbe de la forme :
f =
1
2
(
a2
b2
+ 1
)
+ β
(
a2
b2
− 1
)
, (3.50)
correspondant au seuil de flambage the´orique (e´quation 3.47), donne une valeur
du seuil en a/b = 0 de ∼ 0.41, tandis que la meˆme proce´dure avec les donne´es
expe´rimentales indique une valeur de ∼ 0.384. Cela correspond a` une erreur de 8%
et 18% respectivement. Vu le niveau de simplification des arguments the´oriques,
le rapprochement avec les re´sultats nume´riques et expe´rimentaux peuvent eˆtre
conside´re´s comme acceptables.
En outre, nos re´sultats expe´rimentaux et nume´riques de la de´pendance de
γo/γi seuil par rapport a` la longueur e´lasto-capillaire Lec, sont pre´sente´s dans la
figure 3.24. L’augmentation de la rigidite´ de la membrane se traduit par une aug-
mentation de Lec, et comme pre´dit par la the´orie simplifie´e (e´quation 3.47), cela
conduit a` une e´le´vation de la diffe´rence de tension ne´cessaire au flambage (γo/γi seuil
diminue). Nous pouvons constater que cette de´pendance est line´aire, et encore une
fois, nous trouvons que la the´orie simplifie´e est proche de nos re´sultats expe´rimen-
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taux et nume´riques.
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Figure 3.23 – Valeurs expe´rimentales (cercles) et nume´riques (triangles) pour le seuil de
flambage en fonction du rapport d’aspect a/b. La ligne continue correspond a` l’estimation
du seuil de flambage the´orique donne´e par l’e´quation 3.47.
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Figure 3.24 – Valeurs expe´rimentales (cercles) et nume´riques (triangles) pour le seuil de
flambage en fonction de la longueur e´lasto-capillaire. Les lignes continues correspondent
a` l’estimation du seuil de flambage the´orique donne´e par l’e´quation 3.47 .
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Il est sans doute naturel de trouver certaines diffe´rences entre une the´orie
simple, base´e le flambage d’une tige uni-dimensionnelle, et des expe´riences et si-
mulations qui incluent des effets en trois dimensions. Cependant, nous attendions
une meilleure concordance entre nos re´sultats expe´rimentaux et nume´riques. Dans
les figures 3.23 et 3.24, nous pouvons voir que le seuil de flambage expe´rimental est
syste´matiquement en dessous du seuil nume´rique. Cet effet pourrait eˆtre duˆ a` une
sous estimation de la rigidite´ re´elle des membranes. Un tel de´calage correspondrait
a` une erreur sur la rigidite´ de l’ordre de 50 %, ce qui est au dela` des erreurs de
mesure sur l’e´paisseur et de module de Young. Un autre effet qui pourrait d’expli-
quer cette diffe´rence entre the´orie et expe´rience, est celui du poids du me´nisque le
long des bords qui n’est pas pris en compte dans la simulation nume´rique.
3.4 Longueur des plis
Dans les sections pre´ce´dentes nous avons discute´ le seuil de flambage des cou-
ronnes et la longueur d’onde des motifs de plis qui se forment lorsque que nous
ge´ne´rons l’instabilite´ de flambage. Cependant nous avons pu constater a` partir de
nos expe´riences que la longueur des plis forme´s varie si la diffe´rence de tension entre
les bords de la couronne continue a` eˆtre augmente´e. Cette variation de la longueur
des plis a e´te´ largement discute´e par diffe´rents groupes de recherche [28,55,56,58],
discussions qui demeurent encore ouvertes.
Jusqu’ici, la the´orie de distribution des contraintes dans une plaque circulaire
plate nous a permis de de´crire certaines caracte´ristiques de la formation des plis.
Nous avons base´ nos arguments a` partir de l’e´tat des contraintes jusqu’au moment
ou` nous arrivons au seuil de flambage. Le principal proble`me lie´ a` la de´termination
de la longueur des plis apre`s le flambage, est lie´ au fait que l’on ne connait plus
l’e´tat de distribution des contraintes une fois que la plaque est de´forme´e hors du
plan. En effet, la formation des plis permet de relaˆcher les contraintes compressives.
On trouve actuellement deux types d’approches a` ce proble`me. D’une part,
nous pouvons conside´rer que pour de petites de´formations la distribution des
contraintes reste proche de la distribution calcule´e pour une plaque plane. Nous
pouvons ainsi tenter de calculer la longueur des plis a` partir des arguments utilise´s
dans la section pre´ce´dente. D’un autre coˆte´, nous pouvons estimer une nouvelle
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distribution de contraintes sur la couronne de´forme´e en supposant que la pre´sence
des plis modifie conside´rablement les contraintes : la couronne se plisse de`s que
nous tentons de la comprimer, et dans une limite d’e´paisseur nulle, nous pouvons
faire l’approximation de contraintes compressives nulles comme dans la “Tension
Field Theory” [55,61].
Par la suite, nous ferons une description plus de´taille´e de ces deux approches
et nous les confronterons avec nos observations expe´rimentales.
3.4.1 Longueur des plis pre`s du seuil de flambage
Dans la section pre´ce´dente nous avions montre´ qu’a` partir d’une certaine valeur
de γo/γi il existe une re´gion comprise entre a < r < R
∗ dans laquelle la contrainte
orthoradiale devient ne´gative (3.26). Supposons que dans le cas des plaques tre`s
flexibles ou` Lec/Lc → 0, l’existence d’une contrainte orthoradiale radiale ne´gative
soit suffisante pour faire flamber la plaque. Dans ce cas, nous trouverions des plis
jusqu’a` r = R∗, donc avec une longueur :
Lp = R
∗ − a = a
(√
1− γo/γi
γo/γi − a2/b2 − 1
)
. (3.51)
Cette e´quation n’est valable qu’au-dela` du seuil de flambage (3.47). Nous avons
constate´ dans les sections pre´ce´dentes que dans nos expe´riences la rigidite´ de la
membrane n’est pas ne´gligeable. Donc, en faisant une approximation assez gros-
sie`re, nous supposerons encore que les plis iront jusqu’au rayon ou` la contrainte
orthoradiale s’annule, mais toujours a` condition que le seuil de flambage soit de´-
passe´ en r = a. Dans ces conditions, a` l’aide de (3.47), nous trouvons que la
longueur des plis au seuil est :
Lps = a
(√
1/2 + Lec/Lc
1/2− Lec/Lc − 1
)
. (3.52)
Nous observons que dans le cas Lec/Lc → 0, la longueur de plis au seuil est
nulle. Mais lorsque la rigidite´ de la membrane devient importante, nous trouvons
des plis au seuil de plus en plus longs. Remarquons aussi que la longueur des plis
ne de´pend pas du rapport d’aspect a/b de la couronne.
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3.4.2 Longueur des plis loin du seuil de flambage
La the´orie de formation des plis loin du seuil de flambage [55] se base sur l’hy-
pothe`se qu’il existe un effondrement total de la contrainte orthoradiale dans la
region ou` les plis se sont forme´s : la plaque ne peut supporter de contraintes com-
pressives car elle plisse tre`s facilement (Tension Field Theory [61]). Ceci modifie la
re´partition des contraintes a` l’e´quilibre, car σθ = 0 dans la region a < r < R
∗ que
l’on doit maintenant de´terminer. Cette approximation tient sur l’hypothe`se que la
rigidite´ de la plaque est suffisamment faible de sorte que les contraintes compres-
sives soient bien supe´rieures aux contraintes typiques de flambage (B/λ2  σθh).
A` partir de l’e´quilibre des contraintes dans une plaque circulaire (eq. 3.18) et de
la loi de Hooke, nous de´duisons :
hσr = γi
a
r
; r =
σr
E
; θ = −νr; (3.53)
dans la re´gion plisse´e. En dehors de cette re´gion (r > R∗) la the´orie suppose que la
distribution des contraintes est de´crite par la the´orie de Lame´ (eq. 3.24). Afin de
satisfaire la continuite´ de la contrainte radiale entre les deux re´gions, dans (3.24)
il faut remplacer le rayon inte´rieur a par R∗ et la tension radiale γi par γia/R∗.
Nous obtenons donc
hσr =
γiaR
∗ − γob2 −R∗2b2/r2 (γia/R∗ − γo)
R∗2 − b2 ,
hσr =
γiaR
∗ − γob2 +R∗2b2/r2 (γia/R∗ − γo)
R∗2 − b2 , (3.54)
pour r > R∗. La continuite´ dans la contrainte orthoradiale doit aussi eˆtre ve´rifie´e
[55] : cela implique σθ = 0 en r = R
∗. Nous pouvons alors estimer une longueur
de plis a` partir de l’e´quation 3.54 comme :
LFFT = R
∗ = b
γi
γo
 b
a
−
√
b2
a2
−
(
γi
γo
)2 . (3.55)
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3.5 Confrontation expe´rimentale de la longueur
des plis
Dans cette section nous pre´sentons nos re´sultats expe´rimentaux sur la longueur
des plis et les confrontons aux deux the´ories propose´es.
Il convient tout d’abord de de´finir la “longueur” d’un pli. Cette notion est en
effet ambigu¨e dans la litte´rature. D’une part, dans les travaux de Huang et al. [28]
ou Cerda [58], la longueur des plis est mesure´ par la simple inspection des images
prises par dessus. Avec un e´clairage approprie´, la re´flexion de la lumie`re sur la sur-
face courbe´e permet de distinguer une longueur des plis graˆce au contraste (figure
3.25-a). La longueur mesure´e avec cette technique correspond donc a` la distance
par rapport au centre a` partir de laquelle l’amplitude des plis s’annule. D’autre
part, Ge´minard et al. [56] ont mesure´ les profils des plis lors de la de´formation a`
l’aide d’un motif de lignes projete´es sur la membrane. Leurs expe´riences montrent
des profils de plis comme celui pre´sente´ sur la figure 3.25-b. Ces profils pre´sentent
un point d’inflexion qui est utilise´ pour de´finir la longueur des plis. Cette longueur
est sensiblement plus faible que la longueur de´finie a` partir de l’annulation de
l’amplitude.
Nos expe´riences nous donnent acce`s a` l’amplitude des de´formations sur la glo-
balite´ de la couronne, et donc nous pouvons estimer la longueur des plis par les
deux me´thodes. Tout le long de ce chapitre, la the´orie sera confronte´e a` chacune de
ces deux longueurs tant pour les re´sultats expe´rimentaux que pour la simulation
nume´rique. Afin de simplifier la compre´hension du texte, nous ferons re´fe´rence a`
la longueur du point d’inflexion par L1 et a` la longueur d’amplitude nulle
7 par L2
(figure 3.25-b).
Nos couronnes ont un rayon exte´rieur fini. Si la diffe´rence entre les rayons
exte´rieur et inte´rieur n’est pas suffisante, les plis s’e´tendent sur toute la largeur
de la couronne. Dans ce cas, la discussion the´orique sur la longueur des plis n’est
plus pertinente. Nous trouvons une telle situation pour les couronnes les plus
rigides, car comme montre´ dans la figure 3.22, la seule fac¸on de les faire flamber
est en augmentant leur rapport d’aspect. L’e´quation 3.52 nous permet d’estimer
7. Dans les expe´riences nous conside´rons que l’amplitude est nulle quand elle est comparable
au bruit.
78 CHAPITRE 3. LA COURONNE E´LASTIQUE
a b
a
A
r
∂2w/∂r2 = 0
A→ 0
Figure 3.25 – a) Image de la formation des plis sur une membrane mince. Le cercle
pointille´ indique la longueur des plis forme´s [28]. b) Profil typique obtenu dans nos
expe´riences a` partir des champs de hauteur mesure´s. Des profils semblables ont e´te´ aussi
trouve´s par [56].
le rapport d’aspect au-dessus duquel la couronne est plie´e sur toute sa largeur. Il
suffit pour cela d’imposer Lps = b− a, ce qui conduit a` :
a
b
=
√
1/2− Lec/Lc
1/2 + Lec/Lc
. (3.56)
Dans la figure 3.26 nous reprenons le graphe de la figure 3.22 en rajoutant
la condition de flambage total de l’e´quation 3.56. Effectivement, l’estimation de
la re´gion de flambage total est confirme´e par nos observations expe´rimentales.
Dans la suite de notre e´tude sur la longueur des plis, nous nous focalisons sur
des couronnes dont les caracte´ristiques permettent l’existence des plis avec une
longueur au seuil infe´rieure a` b− a.
Notre approche expe´rimentale sera e´galement comple´te´e par des calculs nume´-
riques qui permettent d’explorer des re´gimes dont les parame`tres physiques n’ont
pas pu eˆtre atteints expe´rimentalement.
Dans une premie`re se´rie d’expe´riences, nous avons regarde´ l’e´volution de la
longueur des plis en laissant fixe la valeur de Lec mais pour des couronnes avec de
rapports d’aspect variables. Nous comparons dans la figure 3.27-a les longueurs
expe´rimentales avec la the´orie pre`s du seuil (3.51). Nous pre´sentons a` la fois les
valeurs de L1 celles de L2. Nous observons un accord raisonnable entre nos donne´es
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Figure 3.26 – Regions de susceptibilite´ de flambage dans une espace Lec/Lc vs a/b. La
ligne solide a e´te´ calcule´e a` partir de l’e´quation 3.47 avec σo/σi = 1/3. Les cercles et
triangles indiquent les caracte´ristiques des anneaux utilise´s dans nos expe´riences.
expe´rimentales et la pre´diction the´orique. Remarquons que la the´orie sous-estime
la longueur L2 mais que par contre elle surestime L1. En revanche, la confrontation
avec la the´orie loin du seuil pre´sente´e dans la graphe de la figure 3.27-b est bien
moins convaincante. Cette the´orie (3.55) surestime grandement la longueur des
plis observe´e expe´rimentalement. Ces re´sultats indiquent que la rigidite´ de nos
membranes n’est pas suffisamment faible pour conside´rer un effondrement total
de la contrainte orthoradiale dans la zone plisse´e. Cela avait aussi e´te´ confirme´
auparavant lorsque nous avons trouve´ que la rigidite´ de nos anneaux jouait un
roˆle important dans la de´termination du seuil de flambage.
En fonction de ces premiers re´sultats nous avons des preuves suffisantes pour
dire que nos expe´riences sont dans le re´gime pre`s du seuil de flambage.
L’e´volution de la longueur des plis en fonction de la tension applique´e est
pre´sente´e dans la figure 3.28. Pour mieux visualiser le graphe, nous ne montrons
que les longueurs obtenues pour les points d’inflexion (L1). En particulier nous
observons que les deux mesures de longueur L1 et L2 sont proportionnelles. Les
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Figure 3.27 – Confrontation des donne´es expe´rimentaux contre les the´ories a) pre`s
du seuil, b) loin du seuil. Les donne´es correspondent a` la mesure de la longueur L1 a`
partir du point d’inflexion des profils (symboles pleins) et L2 a` partir de l’amplitude
de de´formation nulle (symboles ouverts). Pour toutes les se´ries Lec/Lc est contante et
d’ordre 0.065
re´sultats montrent une croissance apparemment line´aire de la longueur en fonction
de la tension. La pente de croissance des plis change de manie`re importante selon
le rapport d’aspect de la couronne : elle est d’autant plus faible que le rapport
d’aspect de la couronne est petit. Ainsi, l’e´volution de la longueur des plis pour
des couronnes avec un rapport d’aspect a/b = 0.36 est a` peine perceptible.
Les donne´es expe´rimentales sugge`rent aussi que la longueur des plis au seuil
(quand γo/γi → γo/γi seuil) est non nulle et semble inde´pendante du rapport d’as-
pect de la couronne. Ces re´sultats confirment la non de´pendance de Lps en a/b
pre´dite par l’e´quation 3.52, ce qui est aussi compatible avec les simulations nume´-
rique. De plus, la valeur de Lps trouve´e a` partir des nos expe´riences apparaˆıt assez
proche de sa valeur the´orique.
Une fac¸on de mieux comprendre l’effet de la ge´ome´trie de la membrane est
de remarquer que des expe´riences pour diffe´rents rayons exte´rieurs b finis peuvent
eˆtre ramene´es dans un certain sens au cas d’une membrane infinie (b = ∞). En
effet, en partant d’une membrane infinie soumise a` une tension (a` l’infini) γ∞ et
γo en r = a, on peut calculer une re´partition des contraintes radiales (e´quation
3.24) σr = γ∞ + (γi − γ∞)a2/r2 et σθ = γ∞ − (γi − γ∞)a2/r2. Cependant, si l’on
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Figure 3.28 – Re´sultats expe´rimentaux de la longueur des plis en fonction de la tension
applique´e. Les donne´es correspondent a` la mesure de la longueur a` partir du point
d’inflexion des profils. Pour toutes les se´ries Lec/Lc est constante et d’ordre 0.065.
choisit
γ∞ =
γob
2 − γia2
b2 − a2 , (3.57)
on retrouve en r = b une contrainte hσr = γo. Par ce choix de contrainte a` l’infini,
nous retrouvons exactement les contraintes de Lame´ attendues dans la membrane
pour a < r < b. Or nous avons vu que nos expe´riences se situent pre`s du seuil, donc
avec une distribution de contraintes tre`s proche de celle de Lame´. En conse´quence,
les motifs de plis observe´s sur notre membrane infinie (longueur d’onde, longueur
de plis) seront identiques a` ceux de la membrane de taille finie b. Ceci montre
en particulier qu’au seuil, la longueur des plis est inde´pendante de la ge´ome´trie
(comme on l’a vu sur la figure 3.28).
Cependant, puisque γo < γi, des conditions identiques seront obtenues avec
des tensions γo qui doivent eˆtre d’autant plus petites (et proches de γ∞) que le
rayon b sur lesquelles elles sont applique´es est grand. C’est pourquoi le flambage de
couronnes a` grand b (faible rapport a/b) est rendu difficile dans nos expe´riences.
D’autre part, sur la figure 3.29 nous pre´sentons pour les meˆme mesures que celles de
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Figure 3.29 – Re´sultats expe´rimentaux de la longueur des plis en fonction de γ∞. Les
donne´es correspondent a` la mesure de la longueur a` partir du point d’inflexion des profils.
Pour toutes les se´ries Lec/Lc est constante et ∼ 0.065.
la figure 3.28, la longueur des plis L1 en fonction de la tension e´quivalente a` l’infini
γ∞. Les donne´es se rassemblent sur une courbe maˆıtresse qui correspondrait ainsi
a` une expe´rience dans une membrane infinie. En quelque sorte, nos expe´riences
avec des membranes finies nous permettent de balayer des parame`tres difficiles a`
atteindre expe´rimentalement, avec un inconve´nient cependant : si un petit rayon
exte´rieur b permet d’explorer le flambage plus loin du seuil, il ne permet d’observer
que des motifs de taille re´duite L < (b− a).
D’un point de vue the´orique, nous pouvons donc, dans une limite proche du
seuil, oublier les effets de ge´ome´tries (le rapport d’aspect a/b) et n’utiliser que les
parame`tres sans dimensions suivants a/Lec, Lec/Lc, γ∞/γi = (a2 − b2γo/γi)/(a2 −
b2). La the´orie simplifie´e (e´quation 3.47) s’exprime simplement en disant que le
flambage a lieu pour :
γ∞
γi
=
1
2
− Lec
Lc
.
3.5. CONFRONTATION EXPE´RIMENTALE DE LA LONGUEUR DES PLIS83
D’autre part, la longueur des plis (e´quation 3.51) se re´e´crit simplement en
Lp/a = (γi/γ∞ − 1)1/2 − 1.
Au contraire, l’e´quation (3.55) qui donne la longueur des plis dans la limite loin du
seuil ne peut pas se mettre sous une forme simplifie´e ou` b et γo seraient remplace´s
par la simple donne´e de γ∞ : la ge´ome´trie de la plaque et son rapport d’aspect
intervient de fac¸on explicite dans ce re´gime.
Pour comple´ter la discussion autour de la longueur des plis il faudra regar-
der aussi leur variation en fonction de la rigidite´ de la plaque. Malheureusement,
comme il a e´te´ explique´ avant, nous ne pouvons pas re´aliser des expe´riences en ba-
layant une gamme de rigidite´ suffisante pour avoir des re´sultats concluants. D’une
part le contraste de tension de surface accessible expe´rimentalement est trop faible
pour faire flamber des membranes plus rigide. D’autre part, l’e´laboration (et sur-
tout la manipulation) de films d’e´lastome`res plus minces s’ave`re tre`s de´licate car
l’e´lastome`re tend a` adhe´rer sur lui-meˆme lors de sa pre´paration (de´collement, de´poˆt
sur le bain). Il est ne´anmoins possible d’utiliser les films de polystyre`ne ultra-fins
(typiquement 50 nanome`tres d’e´paisseur) mis en œuvre dans les expe´rience de la
goutte [28], qu’il faut alors de´couper en couronne. Ce re´gime est actuellement ex-
plore´ par l’e´quipe de N. Menon a` l’Univesite´ de Amherst avec qui nous collaborons.
La re´solution nume´rique peut cependant pallier en partie aux limitations expe´-
rimentales. Les re´sultats des calculs nume´riques sont pre´sente´s dans la figure 3.30.
Les calculs nous permettent d’estimer la longueur des plis de´finie L1 et L2, et la
distance pour laquelle σθ = 0 (comme de´fini dans l’e´quation 3.52). Nous trouvons
que les deux premie`res estimations de la longueur croissent selon (Lec/Lc)
α, avec
α ∼ 0.38 dans les deux cas. En meˆme temps, nous observons que l’estimation de
la longueur des plis a` partir de σθ = 0 reste valide jusqu’a` une certaine valeur de
Lec/Lc, au dela` de laquelle la longueur des plis commence a` eˆtre tre`s surestime´e :
pour des plaques plus rigides (grandes valeurs de Lec/Lc), les plis restent locali-
se´s dans une zone (L1, L2) nettement plus petite que la zone ou` l’on observe des
contraintes compressives (repe´re´e par Lp), et le crite`re que nous avons choisit n’est
donc plus pertinent. Il est important remarquer que pour la re´gion de Lec ∼ 0.1
correspondant a` nos expe´riences, on trouve nume´riquement le meˆme rapport entre
les trois de´finitions de la longueur que celui obtenu expe´rimentalement.
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Figure 3.30 – Re´sultats obtenus a` partir de la simulation nume´rique pour la longueur
des plis en fonction de la rigidite´ de l’anneau. Les symboles correspondent a` a` la mesure
de la longueur a` partir du point d’inflexion des profils (triangles), a` l’amplitude de
de´formation nulle (carre´s) et a` la distance pour laquelle σθ = 0 (cercles). Les calculs ont
e´te´ re´alise´s avec a/b = 0.36 et Lc = 2.7mm.
Plusieurs questions restent ainsi pose´es du point de vue the´orique : pouvons-
nous pre´dire simplement le comportement L1,2 ∼ a(Lec/Lc)α que nous observons
nume´riquement au seuil ? Pourquoi le crite`re simple qui consiste a` dire que les plis
vont se propager jusqu’a` la limite de la zone compressive (de´finition de Lp) ne
fonctionne-t-il plus pour des membranes plus rigides (Lec/Lc  0.1) ? Pouvons-
nous trouver un meilleur crite`re, valable au dela` de cette limite ?
3.6 Effondrement des anneaux
Jusqu’a` pre´sent, nous nous sommes attache´s a` de´crire la de´formation des cou-
ronnes au dela` du seuil de flambage. Ces e´tats sont de´crits par une certaine lon-
gueur d’onde de´termine´e par la rigidite´ de la membrane et la densite´ de l’eau,
et une amplitude et longueur des plis qui augmentent en fonction de la tension
applique´e apre`s le flambage. Mais que se passe-t-il si nous continuons a` augmenter
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la tension applique´e ? L’amplitude des plis croit-elle inde´finiment ?
Nous observons qu’au dela` d’un certain seuil, les plis re´guliers ne sont plus
stables : la couronne s’effondre comple`tement. A` partir des images pre´sente´es dans
la figure 3.31 nous pouvons voir que la de´formation de la membrane se focalise dans
certaines re´gions en formant des froncements, alors que le reste de la couronne se
relaˆche et revient a` son e´tat plat. La transition entre un e´tat de de´formation avec
Figure 3.31 – Images d’un anneaux avant et apre`s effondrement.
des plis re´guliers homoge`nes et la focalisation des froncements dans des membranes
flottantes a e´te´ observe´e par Pocivavsek et al. [62]. Ces auteurs on e´tudie´ expe´ri-
mentalement la formation de plis sur une membrane de polyester flottant sur la
surface de l’eau et soumise a` une certaine compression apparente  = ∆L/L. Pour
les petites compressions, ils trouvent une formation re´gulie`re de plis distribue´e sur
toute la surface de la membrane. Cet e´tat de de´formation est de´crite par la meˆme
the´orie de flambage uni-dimensionnelle que nous avons pre´sente´e au de´but du cha-
pitre. Le nombre des plis est ainsi de´termine´ a` partir du bilan entre les e´nergies
de flexion et de gravite´ (e´quation 3.35), leur amplitude de´rivant de la condition
d’inextensibilite´ de la membrane (eq. 3.37) qui se traduit au premier ordre par
A ∼ λ√. Cependant, au dela` d’une compression critique L/λ ∼ 0.3, un pli se
distingue par une amplitude qui croˆıt comme A ∝ L alors que les plis voisins
s’atte´nuent (figure 3.32-a). Ce pli conduit a` un froncement dans lequel toute la
de´formation de la membrane se focalise. Ce nouvel e´tat ne peut plus eˆtre de´crit
par la the´orie line´aire utilise´ dans le cas des plis re´guliers.
D’un point de vue e´nerge´tique, l’e´tat re´gulier est caracte´rise´ par une e´nergie
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totale :
Ur ∼
√
Bρg, (3.58)
ou` B est le module de rigidite´ de la membrane, ρ est la masse volumique de l’eau
et g est la constante de gravite´. Notons qu’un calcul mene´ a` un ordre supe´rieur
conduit a` UR ∼ (ρgB)1/2(∆L −∆L2/L). Une compression a` force impose´e n’est
donc pas stable puisque la force ∂Ur/∆L diminue au dela` de la compression cri-
tique. Dans l’e´tat focalise´, l’e´nergie de flexion de la membrane est concentre´e dans
la pointe du pli ou` la courbure de la membrane 1/` est maximale : Ub ∼ B/`.
L’e´nergie potentielle du liquide souleve´ sous le pli s’e´crit, a` l’ordre 3 en  [62] :
Up ∼ ρg`L22 − ρgL33. Le rayon de courbure du pli est finalement de´termine´ par
la minimisation de la somme Ub + Up :
l ∼ (B/ρg)1/2(1/∆L),
l’e´nergie totale correspondante e´tant donne´e par :
Uf ∼
√
Bρg∆L− ρg∆L3. (3.59)
Dans la limite ρg∆L3  (ρgB)1/2∆L2/L, c’est a` dire,
L∆L (B/ρg)1/2,
la de´stabilisation par focalisation est donc plus favorable que l’e´tat re´gulier.
Le graphe de la figure 3.32-b pre´sente les re´sultats expe´rimentaux de Pocivavsek
et al. sur l’e´volution de l’amplitude des plis en fonction de la compression impose´e.
Nous pouvons remarquer qu’a` partir de ∆L/λ ∼ 0.3, l’amplitude A0 d’un des plis
se singularise et commence a` diverger, alors que l’amplitude A1 des plis voisins
s’atte´nue. Finalement, quand le de´placement impose´ vaut λ, toute la de´formation
se concentre dans un seul pli dont les extre´mite´s entrent en contact. Ces re´sultats
expe´rimentaux sont qualitativement consistants avec le crite`re e´nerge´tique de´rive´,
puisqu’ils montrent que pour les grandes valeurs de la compression l’e´tat focalise´
devient effectivement plus stable.
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Figure 3.32 – a) Profil d’une membrane flottant dans l’eau soumise a` une compression
late´rale. La compression augmente entre chacune des images, du haut vers le bas. Cliche´s
pris de [62]. b) Donne´es expe´rimentales de l’amplitude en fonction de la compression
impose´e obtenues par Pocivavsek [62].
Des e´tudes the´oriques plus de´taille´es ont re´cemment confirme´ un sce´nario de
localisation similaire a` celui du flambage sur une fondation non-line´aire dont la
raideur devient ne´gative pour de grandes amplitudes et ont clarifie´ le mode de
transition entre les e´tats homoge`nes et localise´s [65, 66]. Notons que cette situa-
tion est tre`s ge´ne´rale et qu’on la retrouve quand un syste`me e´tendu pre´sente une
re´ponse avec un domaine de rigidite´ ne´gative : mousses solides, me`tre-ruban, stric-
tion plastique, gonflement d’un ballon en caoutchouc),
Dans le cadre de nos expe´riences, nous avons explore´ la de´formation des cou-
ronnes tre`s au-dela` du seuil de flambage. A` diffe´rence des expe´riences re´alise´es par
Pocivavsek et al., nous n’imposons pas un de´placement pour comprimer la cou-
ronne, mais une diffe´rence de tension entre ses bords. Cela complique la mesure
de l’amplitude des plis lorsque nous nous rapprochons de l’effondrement, car en
effet, de`s que nous arrivons dans un e´tat de de´formation instable, les couronnes
s’effondrent de manie`re instantane´e. Nous avons cependant tente´ d’estimer l’ampli-
tude de de´formation pre`s du seuil de focalisation en prenant des images en rafale.
Cette proce´dure est ne´anmoins hasardeuse et en ge´ne´ral il faut refaire une meˆme
expe´rience plusieurs fois afin de capturer l’effondrement.
Dans la figure 3.33 nous pre´sentons l’e´volution de l’amplitude individuelle des
plis forme´s dans une couronne lorsque nous l’emmenons vers l’effondrement. Au
de´but de la de´formation nous observons que l’amplitude, grands ou petits, e´volue
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comme A ∼ √δp, ou` δp est la re´duction du pe´rime`tre de la couronne que nous
mesurons directement sur les images. Cependant, au dela` d’une certaine valeur de
la compression, l’amplitude des plis les plus petits diminue rapidement alors que
celle des plis les plus grands continue a` augmenter. Ce comportement paraˆıt tre`s
proche de la focalisation des plis de´crite par Pocivavsek et al.. Cependant nous
trouvons dans notre cas une divergence de l’amplitude des plis pour des valeurs
de compression conside´rablement plus faibles.
La figure 3.33 pre´sente enfin deux re´gions dans l’espace des de´formations que
nous avons identifie´ par les couleurs jaune et rouge. La zone jaune, repre´sente la
re´gion des faibles de´formations ou` l’e´tat flambe´ de la couronne est encore re´ver-
sible, c’est a` dire que si nous relaˆchons la diffe´rence de tension entre les bords de
la couronne, celle-ci revient dans l’e´tat plat. En revanche, la zone rouge repre´sente
la zone de de´formation ou` la couronne s’effondre dynamiquement. Dans certains
cas, la couronne peut revenir a` son e´tat plat apre`s l’effondrement si nous relaˆ-
chons la tension, mais ge´ne´ralement la couronne reste colle´e sur elle-meˆme apre`s
l’effondrement.
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Figure 3.33 – Re´sultats expe´rimentaux sur l’amplitude des plis en fonction de la
compression applique´e pour une couronne de 90µm d’e´paisseur et de rapport d’aspect
a/b = 0.65.
La stabilite´ relative de l’e´tat re´gulier peut sembler surprenante dans nos expe´-
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riences. En effet cet e´tat est instable lors d’une compression uniaxiale ou` la force
est impose´e (termes ne´gatifs de l’e´nergie totale lorsque l’on tient compte des pre-
miers termes non-line´aires). Au premier ordre, une couronne e´troite de rayon R
et de largeur w peut eˆtre assimile´e a` une tige line´aire de longueur 2piR. Si nous
imposons une diffe´rence de tension de surface ∆γ entre l’inte´rieur et l’exte´rieur de
la couronne, celle-ci tend a` se comprimer. Une variation de rayon dR correspond
alors a` un gain en e´nergie de 2piR∆γdR pour une variation de pe´rime`tre 2pidR.
Imposer une diffe´rence de tension de surface entre l’inte´rieur et l’exte´rieur d’une
couronne revient ainsi a` comprimer une tige line´aire avec une force R∆γ. Si cette
force e´tait constante, la compression serait effectivement instable au-dela` du seuil
de flambage. Cependant la compression de la couronne tend a` diminuer R et par
conse´quent la force e´quivalente. Cette atte´nuation de la force tend ainsi a` stabiliser
l’e´tat re´gulier.
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3.7 Conclusion
Les travaux pre´sente´s dans ce chapitre e´taient motive´s par les plissement d’une
membrane observe´s lorsqu’une goutte d’eau y est de´pose´e [28]. Dans ces expe´-
riences la longueur d’onde du plissement e´tait bien comprise, ne´anmoins la lon-
gueur de ces plis restait une question encore de´battue. En effet ce proble`me est
complexe car les effets de la goutte de´pendent de la re´ponse de la membrane et ne
peuvent eˆtre explicite´s simplement.
Nous avons e´tudie´ expe´rimentalement une situation mode`le de flambage capil-
laire macroscopique : une couronne mince e´lastique flottant a` la surface de l’eau
est soumise a` une diffe´rence de tension de surface entre l’inte´rieur et l’exte´rieur.
La tension de surface a l’avantage conside´rable de ge´ne´rer une force de traction
homoge`ne, exactement perpendiculaire au bord de la membrane, ce qui est l’une
des seules fac¸ons de re´aliser expe´rimentalement ce type de conditions aux limites.
En outre, nous pouvons caracte´riser tre`s pre´cise´ment le motif de plissement par
un dispositif optique.
Dans nos expe´riences macroscopiques, la longueur d’onde du plissement est se´-
lectionne´e par un e´quilibre entre la rigidite´ de la membrane et la gravite´ (poids du
liquide) qui est dominante aux e´chelles auxquelles nous travaillons (contrairement
au proble`me initial). Nous avons caracte´rise´ les seuils de flambage expe´rimentale-
ment et propose´ des lois d’e´chelle pour les estimer simplement. Nous avons montre´
que la longueur des plis dans nos expe´riences pouvait eˆtre estime´e a` partir de la re´-
partition des contraintes dans la membrane avant flambage. Dans ce cas, la taille
du nos motifs de plissement ne de´pend pas de la rigidite´ en traction Eh de la
membrane mais seulement de la flexion, contrairement au cas des gouttes de [28].
Ceci est probablement duˆ au fait que les membranes utilise´es dans les expe´riences
de Huang et al. sont extreˆmement fines (typiquement 50 nm), et les e´tats obser-
ve´s se trouvent certainement tre`s au dela` du seuil de flambage. Nous avons donc
explore´ et de´crit un re´gime finalement assez diffe´rent de l’expe´rience qui a motive´
ces travaux.
Nous avons aussi observe´ un effondrement brutal des couronnes pour de grandes
amplitudes de plis, ce qui ne semble pas se produire dans le cas des gouttes. Peut-
on pre´dire le seuil de cette instabilite´ ? Peut-on l’empeˆcher ? Cela serait particu-
lie`rement inte´ressant puisque l’effondrement constitue un des facteurs qui limite
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l’exploration expe´rimentale loin du seuil.
Finalement nous notons que si le nombre d’onde est constant sur toute la zone
plisse´e de la membrane, la longueur d’onde augmente a` mesure que l’on s’e´loigne
vers le bord exte´rieur, a` cause de la ge´ome´trie circulaire de la couronne. Cette
variation de longueur d’onde tend a` frustrer le syste`me (la longueur d’onde ide´ale,
re´sultat d’une se´lection locale devrait eˆtre uniforme). Dans la plupart des cou-
ronnes e´tudie´es dans notre travail, la longueur des plis n’est pas suffisante pour
que la longueur d’onde pre´sente des variations significatives (a/b proches de 1)
le long du motif de plissement, et nous pouvons ne´gliger cet effet ge´ome´trique.
Cependant nous observons parfois un redoublement de certains des plis a` l’exte´-
rieur de la couronne (figure 3.34). Nous pouvons imaginer que pour maintenir une
longueur d’onde proche de la valeur ide´ale, le syste`me doit ge´ne´rer une cascade de
de´fauts de de´doublement de plis, du cœur vers la pe´riphe´rie de la couronne.
Figure 3.34 – Profil de hauteur d’une couronne de´forme´e pre´sentant une re´organisation
du nombre des plis loin du bord inte´rieur. L’image correspond a` une couronne de 30 µm
d’e´paisseur et de rapport d’aspect a/b = 0.5.
Sous quelles conditions de ge´ome´trie et de parame`tres me´caniques pouvons-
nous observer ces de´doublements motifs ? S’agit-il d’une instabilite´ secondaire (le
motif de flambage initial restant a` nombre d’onde constant) ? Nous n’avons pas eu
le temps d’approfondir ce point particulier. Cependant, dans le chapitre suivant,
nous e´tudions des motifs de plissement en cascade, qui semblent a` premie`re vue
pre´senter une certaine similitude avec cette dernie`re observation.
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Chapitre 4
Plis hie´rarchiques
Au cours du chapitre pre´ce´dent, nous avons e´tudie´ comment la compression
d’une feuille pouvait engendrer la formation de plis. La longueur d’onde de ces
derniers est donne´e par l’e´quilibre me´canique entre la flexion de la feuille et la
de´formation du substrat sur laquelle elle est pose´e. A` cause de la ge´ome´trie axisy-
me´trique, si le nombre d’onde est constant, la longueur d’onde doit varier avec le
rayon. Ce syste`me, qui est caracte´rise´ par une longueur d’onde intrinse`que, conduit
donc a` une augmentation par saut du nombre d’onde au dela` d’un certain rayon.
On peut imaginer que ce processus devrait se re´pe´ter et donner lieu a` une cascade
de de´doublement de plis pour maintenir une longueur d’onde constante tout en
restant compatible avec une ge´ome´trie axisyme´trique.
Au-dela` de l’exemple pre´ce´dent, des cascades de plis sont e´galement observe´es
si une feuille est plisse´e a` une extre´mite´ et libre (ou plisse´e diffe´remment) a` l’autre.
On observe ainsi des cascades sur des films polyme´riques tre`s minces de´pose´s a`
la surface de l’eau puis comprime´s me´caniquement [30] (figure 4.1-a). La longueur
d’onde (quelques centaines de microns) est fixe´e par le meˆme e´quilibre entre gravite´
et flexion que dans le chapitre pre´ce´dent, mais le long de la frontie`re les effet
localise´s du me´nisque liquide vont se´lectionner une longueur d’onde diffe´rente plus
petite, et une cascade se forme pour raccorder les deux plissements. Un disque
du meˆme polyme`re (polystyre`ne) se plisse spontane´ment s’il est de´pose´ sur une
goutte d’eau (figure 4.1-b), comme conse´quence de la diffe´rence de me´trique entre
une sphe`re et un plan. Ces plis sont aussi sujets a` une cascade pre`s des bords
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Figure 4.1 – Exemples de cascade de plis (a) membrane de polystyre`ne ultra mince (50
nm) comprime´e a` la surface de l’eau (tire´ de [30]) (b) Un disque d’une telle membrane,
pose´ sur une goutte d’eau (photo Hunter / N.Menon ) (c) Une goutte d’eau de´pose´e
sur un tel film flottant le plisse, mais pre`s de la ligne de contact, une cascade peut
eˆtre observe´e. (d) Couche de titane de´pose´e sur une couche de polystyre`ne dans laquelle
diffuse un solvant (cliche´ H.Vandeparre)
.
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(longueur d’onde de l’ordre de quelques centaines de microns). Enfin, si l’on observe
les plis ge´ne´re´s par une goutte de´pose´es sur ces meˆme membranes flottantes (qui
ont motive´ nos travaux pre´sente´s au chapitre pre´ce´dent) une cascade apparaˆıt
pre`s de la ligne de contact avec la goutte d’eau (figure 4.1-c), probablement parce
que l’amplitude des plis y est pe´nalise´e (longueur d’onde de quelques dizaines de
microns).
Un exemple de cascade sur un syste`me tre`s diffe´rent est repre´sente´ sur la fi-
gure 4.1-d qui illustre un film de titane de´pose´ sur un substrat polyme´rique soumis
a` de fortes contraintes re´siduelles. En pre´sence d’un solvant [67] qui diffuse selon
un front, le polyme`re perd sa rigidite´ (voire devient visqueux), et des plis sont alors
forme´s. Pre`s du front ces plis doivent garder une petite longueur d’onde et une
cascade leur permet de de´velopper des longueurs d’onde plus grandes lorsqu’on
s’e´loigne du front de diffusion (longueur d’onde de l’ordre de quelques dizaines de
microns).
Enfin a` une e´chelle encore plus petite (longueur d’onde de l’ordre du micron),
des films de graphe`ne (couche atomique de graphite) suspendus entre deux rebords
(figure 4.2-b) donnent lieu a` de telles cascade. Les contraintes sont dues a` des
diffe´rences de dilatation entre substrat et graphe`ne, qui provoquent un flambage.
Le film est restreint par l’encastrement le long de ses bords et une cascade apparaˆıt
de nouveau.
Terminons par un exemple macroscopique, qui nous a le plus occupe´ du point
de vue expe´rimental dans ce travail : observons un rideau suspendu verticalement
(figure 4.2-a). La position des attaches impose en ge´ne´ral des plis de courte lon-
gueur d’onde et de faible amplitude sur la partie supe´rieure du rideau. Cependant
cette configuration ne se propage pas le long du rideau. Nous observons des plis
moins nombreux, mais plus amples vers le bas du rideau (longueur d’onde de
l’ordre de quelques dizaines de centime`tres). L’e´volution de ces plis semble suivre
un ordre hie´rarchique : une paire de plis fusionne a` une position bien localise´e pour
donner naissance a` un pli unique.
Quelle que soit l’e´chelle spatiale et la ge´ome´trie, l’e´volution de la longueur
d’onde s’effectue par des coalescences successives de paires de plis. Peut-on consi-
de´rer que ces syste`mes sont e´quivalents ? Nous proposons ici de de´crire la transition
entre ces plissements de longueurs d’ondes diffe´rentes dans une situation mode`le.
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Figure 4.2 – Cascade de plis le long d’un rideau : les plis impose´s nombreux aux bords
se rare´fient progressivement. (a) Rideau macroscopique en latex (barre d’e´chelle : 25
cm) ; (b) Bicouche de graphe`ne tendue au dessus d’une rainure (barre d’e´chelle : 1 µm).
D’un point de vue quantitatif, l’e´nergie e´lastique par unite´ de surface d’une
membrane courbe´e est Eb ∼ Bκ2, B e´tant sa rigidite´ et κ sa courbure. Conside´rons
une membrane courbe´e avec un profil sinuso¨ıdal illustre´e sur la figure 4.3. Dans le
re´gime des petites de´formations,c’est a` dire A λ, la courbure 1 de chacun des n
plis s’e´crit κ ∼ A/λ2. L’e´nergie e´lastique de toute la plaque est ainsi donne´e par :
Eb ∼ B
(
A
λ2
)2
wL ∼ BA
2
λ4
wL. (4.1)
Si en plus nous rajoutons la condition d’inextensibilite´ :
L0 =
∫ L
0
√
1 + z′2dy, (4.2)
nous trouvons que la longueur d’onde et l’amplitude de la de´formation ne sont pas
1. La courbure est de´finie comme κ = z′′/(1 + z′)3/2. Dans le cas des petites de´formations
avec A λ, nous conside´rons z′  1, et donc κ ∼ z′′.
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Figure 4.3 – Membrane de profil sinuso¨ıdal d’amplitude A et de longueur d’onde λ.
inde´pendants l’une de l’autre, mais qu’elles sont lie´s par :
A = λ
√
, (4.3)
ou`  = (L0 − L)/L est la compression late´rale de la plaque.
La conse´quence de l’e´quation 4.1 est tre`s claire : pour re´duire l’e´nergie e´lastique
il faut augmenter la longueur d’onde, ou autrement dit, diminuer le nombre de
plis. Cette diminution du nombre de plis conduit en revanche a` des plus grandes
amplitudes. Nous trouvons bien des plis moins nombreux mais plus amples au bas
du rideau. Cependant, la transition entre longueurs d’onde n’est pas comple`tement
evidente. Comment la membrane passe-t-elle d’un mode de plissage de longueur
d’onde λ1 a` un autre de longueur d’onde λ2 ?
Dans la suite, nous allons pre´senter une se´rie d’expe´riences qui nous permet-
tront d’identifier les parame`tres qui dictent la transition de longueur d’onde.
4.1 Fusion e´le´mentaire
Avant d’essayer de comprendre ce qui se passe dans la totalite´ d’un rideau,
commenc¸ons par e´tudier la fusion de deux plis en un pli unique. La figure 4.4
montre une vue rapproche´e d’une petite re´gion pre`s du bord confine´ du rideau
illustre´ dans la figure 4.2 de la section pre´ce´dente. Dans cette image nous observons
la coalescence de deux plis voisins, se´pare´s par une distance λ1, en un troisie`me
pli plus grand. Ce nouveau pli est en meˆme temps se´pare´ des autres “nouveaux”
plis voisins, par une distance λ2. En effet, la conse´quence de la coalescence est de
98 CHAPITRE 4. PLIS HIE´RARCHIQUES
Figure 4.4 – Cascade e´le´mentaire sur un rideau suspendu.
diminuer le nombre de plis. Une caracte´ristique tre`s importante et qui repre´sente la
partie fondamentale de notre e´tude, est la distance du bord Lp a` laquelle deux plis
voisins coalescent. Pour e´tudier cette longueur de transition, nous avons re´alise´
des expe´riences mode`les ou` nous forc¸ons une membrane flexible a` passer d’une
longueur de plissage λ1 a` une autre λ2 = 2λ1.
4.1.1 Dispositif expe´rimental
Pour ces expe´riences nous utilisons des feuilles de polypropyle`ne BOPP Inova
(Bi-axially oriented polypropylene par ses initiales en anglais) d’e´paisseurs 30, 50,
90, 100 et 250 µm et de module de Young E ∼ 2.6GPa. Nous imposons un profil
sinuso¨ıdal au bord de la feuille graˆce a` des mords en plexiglass de 5 mm d’e´paisseur
usine´s par de´coupe laser. Les mords ont e´te´ fabrique´es avec des profils d’amplitude
et longueur d’onde variables : un premier groupe avec une amplitude fixe A = 3mm
et des longueurs d’onde λ = 13, 18, 26 et 58 mm, et un deuxie`me groupe avec
une longueur d’onde fixe λ = 24 mm et amplitudes A = 3, 4, 5, 6 et 7 mm. Pour
chaque mord nous avons usine´ un mord comple´mentaire de longueur d’onde 2λ
et amplitude 2A que nous plac¸ons a` une distance L2 pour imposer la transition
a` la longueur d’onde suivant (figure 4.5-a). Une fois que la feuille est presse´e par
les mords, nous prenons des images par le dessus avec un appareil photo Nikon
D90. Les images sont ensuite traite´es avec ImageJ pour mesurer la longueur de
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Figure 4.5 – (a) Expe´rience mode`le permettant d’isoler le doublement de longueur
d’onde des plis. En amont une longueur d’onde et une amplitude A sont impose´es, alors
qu’en aval les mords ont une longueur d’onde 2 et une amplitude 2A (qui permet de
pre´server la largeur de la feuille). (b) Plis vus du dessus, le doublement de longueur
d’onde s’effectue a` une distance Lp du premier mord (de longueur d’onde λ).
persistance Lp ainsi que le rayon de courbure ρ de la pointe du de´faut forme´ lors
de la transition de longueur d’onde (figure 4.5-b).
4.1.2 Observations expe´rimentales
Les re´sultats obtenus pour l’ensemble des mords et des feuilles sont repre´sen-
te´s sur la figure 4.6. Adimensionner A par h et Lp par λ permet de superposer
toutes nos donne´es expe´rimentales sur une meˆme courbe maˆıtresse. Nous obser-
vons que la longueur de pe´ne´tration Lp augmente en fonction de l’amplitude et
de la longueur d’onde impose´es au bord. Nous observons e´galement que Lp aug-
mente lorsque l’e´paisseur de la feuille est re´duite. La courbe expe´rimentale obtenue
sugge`re une de´pendance de la longueur de pe´ne´tration selon la loi de puissance
Lp/λ ∼ (A/h)1/2. Conside´rons a` pre´sent les de´fauts forme´s lors de la transition.
En premie`re approximation, leur forme est parabolique, se qui sugge`re des profils
auto-similaires. En effet si nous “rescalons” les images par rapport a` la longueur
d’onde des plis λ et longueur de pe´ne´tration Lp nous obtenons une forme maˆı-
tresse (figure 4.7). Cette forme parabolique n’est cependant observe´e que pour des
amplitudes de plis relativement faibles. Pour des amplitudes plus e´leve´es nous ob-
servons en effet une focalisation de la de´formation pre`s de la pointe du de´faut : la
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Figure 4.6 – Longueur de la transition de la longueur d’onde en fonction de l’amplitude
du confinement et de l’e´paisseur de la feuille.
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Figure 4.7 – Profil du de´faut de pliage lors de la re´union de deux plis. L’adimen-
sionnement par Lp et par λ permet d’obtenir un forme maˆıtresse (approximativement
parabolique). La ligne pointille´e corresponde au fit parabolique de la forme a(0.5−x)2+1,
avec a = −3.7.
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Figure 4.8 – (a) Profil du de´faut de pliage pour des amplitudes des confinement crois-
santes. La syme´trie parabolique est brise´e pour les plus grandes amplitudes. (b) Focali-
sation de la de´formation a` grande amplitude : la feuille est froisse´e.
feuille est froisse´e. La figure 4.8a illustre par exemple l’e´volution de la forme de ces
de´fauts sur une feuille de 50µm en fonction de l’amplitude des oscillations. Pour
les confinements de petite amplitude, 3 et 4 mm, les de´fauts gardent une forme
parabolique, mais a` partir des plus grandes amplitudes de confinement les focalisa-
tions commencent a` apparaitre pre`s de la pointe et brisent la syme´trie parabolique
(4.8). Par la suite, nous discuterons la transition de longueur d’onde a` partir des
de´fauts paraboliques (transition douce). Nous chercherons enfin a` interpre´ter le
froissement de la feuille.
4.1.3 E´nergie du pli unique
Dans notre e´tude de l’origami capillaire, nous avons de´crit la de´formation des
membranes e´lastiques en terme de flexion. Nous avons ainsi conside´re´ que les de´for-
mations en jeu e´taient isome´triques (c’est a` dire qu’elles pre´servent les distances).
Dans son theorema egregium Gauss a montre´ qu’une transformation isome´trique
pre´servait le produit des courbures principales (courbure de Gauss). Ainsi, les types
de de´formations isome´triques possibles d’un plan sont tre`s limite´s : essentiellement
des formes cylindriques ou coniques. Tout autre transformation d’un surface plane
met donc en jeu de l’e´tirement (ou de la compression).
En termes d’e´lasticite´, l’e´nergie de flexion d’une feuille d’e´paisseur h est pro-
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portionnelle a` Eh3 alors que que l’e´nergie d’e´tirement varie comme Eh. E´tirer
une membrane tre`s fine est ainsi plus couˆteux que de la courber. Cependant les
conditions aux limites n’autorisent pas ne´cessairement la transformation d’une
feuille plane en coˆne ou en cylindre. Si nous froissons une feuille de papier dans
notre main (figure 4.9-a), nous observons une multitude de points singuliers dans
lesquels les zones d’extension sont focalise´es au point de de´former plastiquement
le mate´riau. En dehors de ces singularite´s, la feuille reste relativement de´velop-
pable. La focalisation des re´gions e´tire´es n’est cependant pas ge´ne´rale. Aoyanagi
et al. [68] ont par exemple mis en e´vidence des cloques de de´lamination obliques
qui ne sont pas coniques tant que leur amplitude demeure mode´re´e. La situation
que nous e´tudions ici en est un autre exemple, pour une raison diffe´rente. En effet,
dans le cas d’une plaque comprime´e d’une quantite´ , mais dont l’un des bords
est encastre´ (ce qui est diffe´rent de notre cas ou` la longueur d’onde certes petite
mais finie) a e´te´ e´tudie´ [69], et il a e´te´ montre´ que la solution en cascade re´gu-
lie`re (sans focalisation d’e´nergie au sens du froissement) est optimale du point de
vue e´nerge´tique [70]. Nous pouvons penser que ce re´sultat est pertinent pour nos
cascades incomple`tes. Ces configurations pre´sentent alors une e´nergie d’e´tirement
diffuse [70], comme l’indiquent des simulations nume´riques re´centes [71]. Nous l’in-
terpre´tons en disant qu’il n’existe pas de surface isome´trique permettant de passer
d’une longueur d’onde a` une autre, meˆme singulie`re. On peut s’en convaincre en
observant que meˆme si l’on plie une feuille comme sur la figure 4.10a pour passer
d’une longueur d’onde λ a` 2λ, en autorisant une courbure localement infinie, ce
pliage est incompatible. La connexion entre les deux re´gions ne´cessite une ouver-
ture sur la feuille de papier. Sans cette ouverture, la feuille serait en effet e´tire´e.
D’un point de vue quantitatif, cet e´tirement en direction de x est de l’ordre de α2,
ou` α ∼ A/Lp est la pente moyenne de la membrane dans la connexion entre les
deux longueurs d’onde (figure 4.10b).
L’e´nergie de la formation e´le´mentaire est donc donne´e par :
Us ∼ Ehα4Lpλ. (4.4)
Il existe cependant d’autres de´formations non-isome´triques dans la zone de rac-
cord entre les plis. En particulier des mesures du profil de la membrane de´forme´e
nous ont permis de de´terminer que la creˆte du de´faut parabolique posse`de une
4.1. FUSION E´LE´MENTAIRE 103
Figure 4.9 – Feuille comprime´e a` la main : les zones e´tire´es sont focalise´es en des
points singuliers, ce qui permet de pre´server une surface de´veloppable malgre´ le grand
changement topographique impose´ (a). Dans sa structure on peut trouver diffe´rents
types de singularite´s, des coˆnes (b, cliche´s extraits de [72]) et ridges (c, cliche´s extraits
de [73]).
courbure de Gauss non-nulle (figure 4.13). L’e´nergie de ce type de de´formations a
e´te´ conside´re´e par Pogorelov [74] (voir aussi [70,75]) lors de son e´tude des de´fauts
ge´ne´re´s lorsqu’une coque sphe´rique (une balle de ping-pong par exemple) est en-
fonce´e (figure 4.12). Pogorelov a de´rive´ une expression pour estimer l’e´nergie de
cette structure qui est donne´e par l’expression :
Usp ∼ Eh5/2β5/2r1/2, (4.5)
ou` β ∼ /r, d e´tant la profondeur du de´faut, r le rayon du de´faut et h l’e´paisseur de
la coque. En analogie avec notre proble`me d’e´tude, nous trouvons que d/r ∼ A/Lp
et r ∼ ρ. Nous pouvons donc estimer l’e´nergie dans la point de nos de´fauts a` :
Usp ∼ Eh5/2α5/2ρ1/2. (4.6)
Cependant, si nous comparons cette e´nergie avec l’e´nergie d’e´tirement de l’e´qua-
tion 4.4, nous trouvons Esp/Es ∼ (h/A)3/2, qui est de l’ordre de 0, 04 pour nos
expe´riences. De´sormais nous ne´gligerons les contributions e´nerge´tiques dues a` la
courbure gaussienne non nulle dans la creˆte des de´fauts.
A` l’e´nergie d’extension s’ajoute l’e´nergie de flexion de la feuille. Nous de´duisons
a` partir de l’e´quation 4.1 pre´sente´e dans la section pre´ce´dente que l’e´nergie de
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Figure 4.10 – (a) Illustration du doublement de la longueur d’onde par le pliage d’une
feuille de papier. La feuille e´tant tre`s peu extensible, la transition ne´cessite une incision
de la feuille. (b) Sche´ma de la zone de transition dans notre situation.
flexion inte´gre´e sur la longueur Lp s’e´crit :
Ub = Eh
3
(
A
λ2
)2
Lpλ. (4.7)
Comme commente´ pre´ce´demment, l’e´nergie de courbure va favoriser les petites
valeurs de Lp, car cela correspond a` passer plus rapidement vers une longueur
d’onde plus grande. En revanche, l’e´nergie d’e´tirement sera d’autant plus faible
que la transition est douce, c’est a` dire que Lp est grand. C’est donc la compe´tition
entre ces deux e´nergies qui va de´terminer l’extension de la transition de doublement
de longueur d’onde. Finalement, si nous minimisons l’e´nergie totale Utot = Ub+Us
par rapport a` Lp, nous obtenons :
Lp = λ
√
A
h
, (4.8)
ce qui est en tre`s bon accord avec nos re´sultats expe´rimentaux pre´sente´s dans la
figure 4.6.
Cette loi d’e´chelle avait e´te´ trouve´e pre´ce´demment dans des e´tudes sur la de´-
croissance d’une courbure impose´e dans une feuille [77], ainsi que lors de l’estima-
tion de la persistance du de´faut apparaissant sur un paille flexible lorsqu’elle est
pince´e a` une de ses extre´mite´s [78].
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Figure 4.11 – Mesures de la courbure de gauss a` partir du profil de hauteur d’une
feuille de´forme´e. L’e´paisseur de la feuille est h = 50 µm. a) profil impose´ au bord
A = 5 mm, λ = 24 mm, b) A = 3 mm, λ = 24 mm. Nous avons utilise´ une technique
de profilome´trie de´ve´loppe´ par Maurel et al. [76] pour re´aliser les mesures du profil.
Figure 4.12 – Coque sphe´rique enfonce´e de´crite par Pogorelov [74] et Pauchard [75].
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4.2 De la fusion e´le´mentaire a` la cascade dans
les rideaux
Nous avons de´crit la longueur caracte´ristique Lp qui permet de transiter d’une
longueur d’onde λ a` une autre 2λ. Nous proposons a` pre´sent de ge´ne´raliser ce
re´sultat e´le´mentaire a` l’ensemble des plis pre´sents dans une membrane.
Supposons que le doublement de longueur d’onde d’un pli unique se re´pe`te pour
chaque pli sur toute la largeur de la membrane, et que chaque nouvelle longueur
d’onde ge´ne´re´e se double a` mesure que l’on descend dans le rideau. L’e´volution
moyenne de la longueur d’onde en fonction du bord de la membrane dλ/dx serait
du meˆme ordre que λ/Lp :
dλ
dx
' λ
Lp
. (4.9)
En inte´grant cette expression avec la valeur de Lp calcule´e dans 4.8, nous obtenons
l’e´volution de la longueur d’onde en fonction de la distance au bord comprime´ :
λ ∼ x
√
h/A. (4.10)
Comme nous ne connaissons l’amplitude des plis qu’au niveau du bord, il est
plus utile de re´crire 4.10 en fonction de la compression initiale  (e´quation 4.3), ce
qui permet d’obtenir
λ1/6
h
∼
(x
h
)2/3
. (4.11)
Afin d’e´valuer cette loi d’e´chelle nous avons observe´ l’e´volution de la longueur
d’onde pour des rideaux suspendus de diffe´rents mate´riaux. Les conditions au bord
supe´rieur ont e´te´ impose´es a` l’aide d’un support me´tallique et un arrangement de
vis sche´matise´ sur la figure 4.13. Avec les vis nous imposons une condition pe´-
riodique de λ = 20 mm et une amplitude A de´termine´e par la distance entre les
deux barres d’aluminium du support (figure 4.13-b), qui peut varier entre 2 et
8 mm. Pour les rideaux nous avons utilise´ des membranes de latex de 2x1m et
d’e´paisseurs 220 et 440 µm avec un module e´lastique E ' 1.2 MPa, ainsi que
des feuilles de papier de 1,2x0,8 m, d’e´paisseur de 125 µm et de module e´lastique
E ∼ 3GPa. Pour e´viter l’endommagement des membranes par les vis, des bandes
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Figure 4.13 – Dispositif expe´rimental pour la mise en place des rideaux suspendus, a)
vue isome´trique, b) de´tail de l’imposition du profil sinuso¨ıdal avec l’arrangement de vis,
c) position de la bande me´tallique utilise´e pour prote´ger le bord de la membrane.
en acier de 20 mm de large et 50 µm d’e´paisseur ont e´te´ colle´es tout le long du bord
de chacune des membranes (figure 4.13 -c). En plus d’e´viter l’endommagement,
ces bandes permettent aussi d’avoir des conditions au bord bien de´finies graˆce a` la
rigidite´ de l’acier. Une fois les conditions au bord impose´es et les rideaux suspen-
dus, nous prenons des images frontales a` l’aide d’un appareil photo. L’e´volution
de la longueur d’onde avec la distance est finalement estime´e a` partir des cliche´s.
Les re´sultats expe´rimentaux sont pre´sente´s sur la figure 4.13 en e´chelle loga-
rithmique. Le rideau en papier suit le comportement attendu pour une membrane
libre (λ ∝ x2/3). En revanche les rideaux en latex semblent suivre lune loi dif-
fe´rente (λ ∝ x1/2). Ces deux types de comportement avaient de´ja` e´te´ observe´s
par Vandeparre [79] entre deux rideaux du meˆme mate´riau mais de longueurs tre`s
diffe´rentes, l’un de 4 m de longueur et l’autre de 80 cm. Dans le rideau court,
l’e´volution des plis suit bien la loi ou` λ ∝ x2/3, alors que pour le rideau long on
retrouve la loi en λ ∝ x1/2, que nous observons pour les rideaux en latex.
Ces diffe´rences peuvent eˆtre explique´es a` partir de l’argument suivant : dans
l’estimation de l’e´nergie d’un pli unique que nous avons ensuite extrapole´ a` tout
l’ensemble du rideau, nous n’avons pris en compte que deux effets sur l’e´nergie
totale du pli. Le premier e´tait l’e´nergie de courbure due a` l’imposition d’un confi-
nement dans le bord et l’autre e´tait l’e´nergie d’e´tirement ge´ne´re´e lorsque la feuille
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Figure 4.14 – Re´sultats expe´rimentaux de l’e´volution de la longueur d’onde en fonction
de la distance au bord. Les conditions au bord dans tous les cas sont A = 5mm et
λ = 20mm.
transite d’une longueur d’onde λ a` une autre 2λ. Cependant, un parame`tre tre`s
important dans le cas des rideaux suspendus est la tension selon la direction x
ge´ne´re´e par le poids du rideau (figure 4.10-b). Ce poids agit cependant de la meˆme
fac¸on que la tension due a` la transition ge´ome´trique pre´ce´dente et favorise des
grandes valeurs de Lp.
Nous pre´sentons a` pre´sent la de´rivation d’une loi d’e´chelle qui tienne compte
de cette tension.
4.3 Rideaux sous tension
L’e´nergie de tension Ut induite par le poids du rideau, ou par n’importe quelle
autre tension agissant dans la direction x serait (figure 4.10-b) :
Ut = Tα
2Lpλ. (4.12)
Pour estimer l’importance de l’apport de cette tension a` l’e´nergie totale d’un
pli, il suffit de la comparer avec l’e´nergie d’extension Us (e´quation 4.4). Donc, Ut
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deviendra importante devant Us quand :
T > Eh2/A. (4.13)
Dans une telle situation, nous pourrions exprimer l’e´nergie totale du pli unique
comme :
Utot = Ub + Ut = Eh
3
(
A
λ2
)2
Lpλ+ T
(
A
Lp
)2
Lpλ. (4.14)
En minimisant l’e´nergie totale du pli en fonction de la longueur Lp nous trouvons
alors :
Lp ∼ λ
2
h
√
T
Eh
. (4.15)
Comme dans le re´gime sans tension nous pouvons ge´ne´raliser l’expression de
la longueur du pli unique pour tout le rideau (a` partir de 4.9), ce qui nous conduit
a` :
λ
h
∼
(
Eh
T
)1/4 (x
h
)1/2
. (4.16)
Nous avons a` pre´sent deux lois d’e´chelle diffe´rentes qui nous permettent de de´crire
l’e´volution de la longueur d’onde, une qui correspond une cascade de longueur
d’onde sans tension applique´e sur la feuille et une autre ou` ces effets de tension
dominent sur le terme d’e´nergie d’e´tirement.
Expe´rimentalement nous avions e´tudie´ l’e´volution de la longueur d’onde pour
des rideaux en papier et en latex. Dans le cas du rideau en papier, dont le module
d’e´lasticite´ est d’environ E ∼ 3GPa et la masse volumique ρ ∼ 0, 8kg/m3, nous
trouvons qu’en effet, l’influence du poids de la membrane est beaucoup plus petite
que l’e´tirement ge´ne´re´ dans les plis du a` la transition de longueur d’onde. La hie´-
rarchie des plis est alors bien donne´e par la loi d’e´chelle pre´sente´e dans l’e´quation
4.11. Dans le graphe de la figure 4.15 nous pre´sentons nos re´sultats expe´rimen-
taux obtenus avec la feuille en papier, ainsi que les re´sultats de Vandeparre [79]
pour son rideau court. En plus, nous avons aussi inclus dans le graphe les donne´es
obtenues dans les expe´riences du pli unique avec les mords sinuso¨ıdaux. L’accord
que nous trouvons dans ce cas entre les plusieurs expe´riences et la loi propose´e est
remarquable.
En revanche, dans les cas des rideaux en latex nous trouvons le deuxie`me
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Figure 4.15 – Longueur d’onde en fonction de la distance au bord pour le re´gime sans
tension. Les donne´es incluent les re´sultats obtenus pour le pli unique, ainsi que pour le
rideau en papier et le rideau court de Vandeparre [79].
re´gime, domine´ par la tension. La masse volumique du latex est un peu plus e´leve´e
que celle du papier mais son module d’e´lasticite´ est surtout beaucoup plus faible,
d’a` peine 1MPa. C’est donc dans les rideaux en latex que la tension ge´ne´re´e par
le poids prends importance et modifie l’e´volution de la longueur d’onde, qui dans
ce cas, est donne´e par l’e´quation 4.16. Le meˆme me´canisme est pre´sent dans les
expe´riences de Vandeparre avec le grand rideau de 4 m de long. Nous trouvons que
la hie´rarchie des plis dans les membranes de Huang et al. suit cette loi domine´e
par la tension. Dans leurs expe´riences, la tension de surface a` l’interface liquide-air
ajoute de la tension sur la membrane. La tension domine alors le terme Eh2∆/A
qui borne le premier re´gime. Dans la figure 4.16 nous pre´sentons les re´sultats
de l’e´volution de la longueur d’onde en fonction de la distance au bord pour un
ensemble des expe´riences tombent dans le re´gime de tension. Ces donne´es incluent
nos re´sultats pour les rideaux en latex, les re´sultats de Vandeparre [79] pour le
rideau en tissu de 4m de long, les re´sultats de Huang et al pour une membrane
comprime´e flottant sur la surface de l’eau et aussi des re´sultats obtenus a` partir
des images de couches de graphe`ne soumises a` l’e´tirement sur les bords [80].
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Figure 4.16 – Longueur d’onde en fonction de la distance au bord pour le re´gime sous
tension. Les donne´es incluent les re´sultats obtenus pour les rideaux en latex, pour le
rideau long de Vandeparre [79], pour les membranes flottantes ultra-minces [30] et pour
les membranes de graphe`ne [80].
De manie`re surprenante, nous pouvons constater le bon accord entre la loi
d’e´chelle propose´e pour les membranes sous tension et les re´sultats expe´rimentaux.
Notons que les expe´riences conside´re´es dans ce graphe balayent une large gamme
d’e´chelles, depuis le nanome`tre (pour le cas des couches de graphe`ne), jusqu’a`
l’e´chelle humaine.
Bien que ces deux re´gimes avec ou sans tension aient e´te´ propose´ auparavant
dans d’autres e´tudes [30,69,78], c’est la premie`re fois qu’un ensemble de re´sultats
expe´rimentaux couvrant une aussi vaste gamme d’e´chelles montrent leur validite´.
4.4 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons e´tudie´ la morphologie de cascade de plis qui appa-
raissent dans diffe´rents syste`mes lorsqu’une longueur d’onde est impose´e sur une
frontie`re, et e´volue a` la suite d’e´ve´nement discrets successifs de coalescence de plis.
Des expe´riences macroscopiques ont permis de caracte´riser les proprie´te´s de ces
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cascades, a` partir de l’e´tude de zones de transition. Nous avons distingue´ deux
re´gimes diffe´rents selon l’importance de la tension axiale (dominante ou pas), qui
avaient de´ja` e´te´ pre´dits the´oriquement, et que nous avons reformule´ en terme de
lois d’e´chelle. Enfin nous avons pu comparer nos cascades macroscopiques a` celles
observe´es par d’autres groupes sur des syste`mes tre`s diffe´rents, a` des e´chelles tre`s
diffe´rentes : les re´gimes observe´s permettent de de´crire aussi bien des rideaux en
tissu de plusieurs me`tres de haut que des feuilles de graphe`ne d’e´paisseur atomique.
Chapitre 5
Conclusions
Dans cette the`se nous avons traite´ trois proble´matiques diffe´rentes lie´es a` la
me´canique des plaques minces. L’e´tude dans chacune de ces trois parties s’est base´e
principalement sur des expe´riences macroscopiques mode`les et le de´veloppement
de lois d’e´chelle.
Dans la premie`re partie, nous avons montre´ qu’il est possible d’e´laborer des
micro-actionneurs avec une membrane e´lastique, une goutte d’eau et un ge´ne´rateur
de tension. A` partir de trois ingre´dients physiques : tension de surface, e´lasticite´
et champ e´lectrique, nous avons pu de´terminer deux grandeurs qui dictent le com-
portement du syste`me. D’une part, l’interaction entre la tension de surface et
l’e´lasticite´ de la membrane conduit a` une longueur e´lasto-capillaire, Lec =
√
B/γ,
qui nous donne un crite`re d’enrobage de la membrane autour de la goutte. D’autre
part, nous avons e´tabli a` partir du bilan entre les e´nergies de surface et e´lectrique
que la tension caracte´ristique U0 =
√
γd/ dicte la re´ouverture de l’origami. Nos
donne´es expe´rimentales nous ont permis de ve´rifier la pertinence aussi bien de la
longueur capillaire que de la tension U0 dans la description de notre proble`me.
Nous obtenons en effet des courbes maˆıtresses lorsque la longueur de la feuille et
la tension applique´e sont adimensionne´es par ces deux parame`tres. Ce proble`me
pre´sente une forte hyste´resis que nous avons pu expliquer graˆce a` l’analyse the´o-
rique et nume´rique d’un mode`le bidimensionnel simple. Une question importante
du point de vue pratique reste ouverte : est-il possible de re´duire la gamme de
tension applique´e ? Dans nos expe´riences, les tensions sont en effet de l’ordre de
500V, ce qui limite l’utilisation du syste`me. Diminuer l’e´paisseur de la membrane
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et du die´lectrique conduirait a` des tensions plus faibles. Cependant cette re´duc-
tion d’e´paisseur ne risque-t-elle pas de favoriser le de´bordement du liquide ? Nous
comptons sur nos colle`gues de l’Universite´ de Twente pour prendre le relais du
point de vue technologique.
Dans la deuxie`me partie de la the`se, nous avons aborde´ la proble´matique de
la formation de rides sur des couronnes e´lastiques soumises a` des diffe´rences de
tension entres leurs bords. A` partir d’une the´orie simplifie´e base´e sur le flambage
unidimensionnel d’Euler, nous avons estime´ des crite`res pour le seuil de flambage
de la couronne et la longueur d’onde des plis. Malgre´ sa forme tre`s simplifie´e,
cette the´orie nous a permis de rendre compte de nos re´sultats expe´rimentaux et
nume´riques. La longueur d’onde des rides re´sulte de l’interaction entre la rigidite´ de
la membrane et l’e´nergie potentielle de pesanteur de l’eau souleve´e sous les rides,
λ = (ρgB)1/4. La diffe´rence de tension au seuil de flambage est dicte´e par le rapport
Lec/Lc et le rapport d’aspect de la couronne. Conside´rant que la distribution de
contraintes dans la couronne restait semblable avant et apre`s le flambage, nous
avons e´galement de´termine´ l’e´volution de la longueur des plis au dela` du seuil.
L’accord de nos re´sultats expe´rimentaux et nume´riques avec cette hypothe`se a
mis en e´vidence que nos expe´riences se situent pre`s du seuil de flambage, ce qui
marque une diffe´rence importante avec les expe´riences de Huang et al. qui nous
ont inspire´s. Si nous continuons a` augmenter le contraste de tension de surface au-
dela` du seuil de flambage, nous observons que certains plis se singularisent alors
que les plis voisins s’atte´nuent. Ce phe´nome`ne de focalisation semble encore plus
marque´ dans le cas de membranes tre`s minces. La comparaison de nos expe´riences
macroscopiques avec les expe´riences comple´mentaires actuellement mene´es par nos
colle`gues de Amherst sur des membranes nanome´triques devrait nous permettre
de de´crire plus globalement la formation de rides aussi bien pre`s que loin du seuil.
Enfin nous avons caracte´rise´ dans la troisie`me partie les cascades des plis ap-
paraissant dans une membrane dont l’un des bords est plisse´. D’une manie`re ge´-
ne´rale, la membrane tend a` se de´plisser, ce qui permet de diminuer son e´nergie
de courbure. Cependant les contraintes topologiques imposent un e´tirement dans
la transition entre les re´gions courbe´es et plates. Dans le cas ou` la membrane
est soumise a` une tension, la transition engendre e´galement une augmentation
de l’e´nergie potentielle (analogue a` celle d’une corde de guitare pince´e). A` partir
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des expe´riences mode`les sur une cascade e´le´mentaire et des lois d’e´chelle simples,
nous avons pu ve´rifier l’existence de deux re´gimes selon que l’extre´mite´ de la
membrane est libre ou e´tire´e axialement. Une se´rie d’expe´riences dans les deux
re´gimes, conjugue´e avec les efforts comple´mentaires d’autres groupes de recherche,
nous ont permis de ve´rifier expe´rimentalement l’universalite´ des lois d’e´chelle pro-
pose´es, aussi bien a` l’e´chelle mole´culaire de couches de graphe`ne qu’aux rideaux
macroscopique suspendus sur nos feneˆtres. Les cascades de plis se retrouvent dans
d’autres situations explore´es actuellement au laboratoire (the`se Je´re´my Hure) ou`
des membranes e´lastiques sont confine´es ge´ome´triquement. Nos re´sultats devraient
constituer un premier pas dans la compre´hension de ces nouvelles configurations.
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Annexe A
Analyse de stabilite´ line´aire de la
couronne
Nous voulons de´terminer le seuil, et le mode de flambage d’une couronne d’une
ge´ometrie donne´e (rayons interne a, externe b), soumise a` une tension γo a` l’ex-
te´rieur, et γi a` l’inte´rieur. Cette approche de stabilite´ line´aire n’est valable qu’au
seuil de l’instabilite´, et ne renseigne pas sur l’e´volution du motif flambe´.
Au de´part (avant flambage) les contraintes σθ(r) = Nθ/h, σr(r) = Nr/h sont
celles de Lame´ (e´quations 3.24).
Nr =
[
γia
2 − γob2 − a
2b2
r2
(γi − γo)
]
1
(a2 − b2) ,
Nθ =
[
γia
2 − γob2 + a
2b2
r2
(γi − γo)
]
1
(a2 − b2) . (A.1)
Dans l’expe´rience γi reste fixe´, tandis que γo < γi est notre parame`tre de controˆle.
Quand γ0 < γc il y a une instabilite´
La de´marche classique consiste a` line´ariser les e´quations de Fo¨ppl-VonKarman 3.39
B∇4w −Nr ∂
2w
∂r2
−Nθ
(
1
r
∂w
∂r
+
1
r2
∂2w
∂θ2
)
+ ρgw = 0 (A.2)
autour de la solution de Lame´ qui correspond w = 0. Lors de la line´arisation, on
ne´glige l’e´volution des contraintes avec w (terme du second ordre), qui sont donc
exactement celles de l’e´quation A.1. Pour une certaine valeur de la tension γo = γc,
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il existe une solution non nulle a` ces e´quations : c’est le mode de flambage.
Les conditions aux limites sont les suivantes : en r = a et (respectivement b) pas
de moment applique´ (Mr = 0), mais seulement une force, suppose´e horizontale
1
γi (respectivement γo).
Les conditions aux limites en force et couple sont un peu de´licates a` e´crire [25],
et pour r = a et r = b,
Mr = B
[
∂2w
∂r2
+ ν
(
1
r
∂w
∂r
+
1
r2
∂2w
∂θ2
)]
= 0 (A.3)
Qr − 1
r
∂Mrθ
∂θ
+Nr
∂w
∂r
= 0 (A.4)
avec le moment, et l’effort tranchant donne´s par Mrθ = B(1 − ν) ∂∂r
(
1
r
∂w
∂θ
)
et
Qr = −B ∂∂r∇2w
Pour adimensionner, nous prenons comme unite´ de longueur a, ce qui donne
pour 1 < r < b/a
L2EC∇4w −Nr
∂2w
∂r2
−Nθ
(
1
r
∂w
∂r
+
1
r2
∂2w
∂θ2
)
+
1
L2c
w = 0 (A.5)
Les conditions aux limites en r = 1 et r = b/a
L2EC
[
∂
∂r
∇2w + 1− ν
r
∂2
∂θ∂r
(
1
r
∂w
∂θ
)]
−Nr ∂w
∂r
= 0 (A.6)
∂2w
∂r2
+ ν
(
1
r
∂w
∂r
+
1
r2
∂2w
∂θ2
)
= 0 (A.7)
ou` LEC =
√
B/γi/a et Lc =
√
γi/ρg/a sont les deux parame`tres sans dimensions
importants pour caracte´riser le syste`me. Dans l’expe´rience on a typiquement b/a =
2, Lc = 0.1 et LEC = 0.004. Les contraintes sont adimensionne´es par γi la tension
de surface. Donc les e´quations (A.1) restent valables mais en remplac¸ant γi →
1, a→ 1, b→ b/a.
Nous recherchons la solution sous la forme la forme w = f(r) sin(mθ), ce qui
conduit a` une e´quation diffe´rentielle ordinaire line´aire du quatrie`me ordre pour
1. En re´alite´ c’est une approximation, puisque les forces qui s’appliquent sur le film sur sa
frontie`re sont oriente´es selon la tangente a` la surface du fluide, sachant que la forme du me´nisque
de´pend de fac¸on non locale de la forme de la plaque
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f(r) avec deux conditions a` satisfaire en r = 1 et deux autres en r = b/a. Pour la
re´soudre nous utilisons le fonction bvp4c de Matlab (boundary value problem), qui
permet justement de trouver a` la fois la solution non nulle et la valeur du seuil,
a` partir de valeurs probable fournies comme point de de´part. Nous remercions
Enrique Cerda qui nous a fourni une version de son code e´crit pour le cas b =∞.
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We show experimentally how an electric field can control the folding and unfolding of a thin elastic
membrane around a liquid droplet. As the voltage is increased above a critical value the membrane
unfolds completely. The transition is reversible, although the structure closes back for a lower critical
tension. We propose scaling laws for these critical voltages based on the interaction between surface
tension, elastic and electric energies. These scaling laws are in qualitative agreement with experiments
and a simplified 2D simulation of the problem, providing a useful tool for designing practical micro-
devices actuated by an electric field.
1 Introduction
Recent studies have shown how capillary forces can be used to
fold thin sheets in a controlled way and thus to produce 3D
microscale objects.1–5 As an example of a practical application,
Gua et al. have developed 3D photovoltaic cells with enhanced
efficiency by wrapping thin Si foils around water droplets.6 This
technique takes advantage of dominating surface tension forces
at small scales making it possible to wrap thin elastic sheets
around droplets. A wide range of 3D shapes can be obtained if
the initial planar patterns of the elastic sheets are properly
tuned.1 However, for different applications such as micro-
actuators or digital displays, it would be interesting to have the
possibility of switching between the closed and opened states at
will, for instance using an electric signal.
Indeed, the use of electric fields provides an efficient way of
manipulating liquid droplets without the use of mechanical
moving parts. For example, a simple way of modifying the
wetting properties of liquids is electrowetting, whose physical
basis was first described at the end of the 19th century by Lipp-
mann.7 In recent years, EWOD (electrowetting over dielectrics9,8)
has been used in a wide variety of applications, ranging from
microlenses using drops of tunable shape and focal length,10 to
the manipulation of micro droplets in lab-on-a-chip devices13,11
and capillary driven motors.12 In these ‘static electrowetting’
cases,14 the effect of an electric field can be viewed as changing
the effective macroscopic contact angle.15
In the present work we ask if an electric field can be used to
actuate the closure and reopening of a capillary origami. Since
capillary forces induce wrapping, we need an additional force
(electrostatics) acting against surface tension to promote the
reopening of the structure. We emphasize that this situation, with
a contact line pinned at the edges of a flexible dielectric, is
however different from classical static electrowetting where the
liquid contact line moves on a rigid dielectric layer.
We first describe the relevant physical parameters in the
interaction between elastic, surface tension and electric forces. In
the second part experimental results are presented, discussed
and compared with a 2D numerical model of the system. We
finally give scaling arguments for the opening and closing
conditions.
2 Characteristic scales
In the problem of spontaneous wrapping of elastic sheets around
droplets, the deformations of the sheet reduce the contact area
between the droplet and air, thus decreasing the surface tension
energy by a quantity of the order of g L2 (g being the surface
tension between the liquid and air and L the typical length of the
sheet). This reduction in surface tension energy is balanced by an
increment of bending energy in the elastic membrane. For a thin
plate, the isometric bending energy per unit surface is defined
locally by Bk2/2, where k is the curvature and B ¼ Eh3/12(1–n2) is
the bending stiffness of the plate (E being the Young’s modulus,
n is the Poisson’s ratio and h is the thickness). As a consequence,
spontaneous wrapping is expected when surface energy over-
comes the bending energy corresponding to k " 1/L:
B
L2
L2\gL2 (1)
A characteristic length of this problem can be defined as
LEC ¼
ffiffiffiffi
B
g
s
(2)
known as the elastocapillary length.16 This scaling argument
indicates that the critical length Lcrit beyond which the elastic
membrane totally wraps the droplet should be proportional to
LEC. For instance, in the work done by Py et al.,
1 triangular
sheets of side length L were experimentally found to form
pyramids for L > 11.9LEC.
The addition of an electric field, as shown in Fig. 1, leads to
electric forces that are expected to counteract surface tension.
Fig. 1 Sketch of the experimental setup.
Physique et M!ecanique de Millieux H!et!erog"enes, UMR 7636 CNRS
ESPCI-UPMC-Paris 7, 10 rue Vauquelin, 75231, Paris CEDEX 5,
France. E-mail: pineirua@pmmh.espci.fr
† Electronic supplementary information (ESI) available: Supplementary
movie. See DOI: 10.1039/c0sm00004c
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Indeed, for an opened structure the capacitance of the system can
be approximated to that of a parallel plate system,15 which leads
to an electric energy Ee ¼ eL2U2/2(d + h), where e and d are the
dielectric constant and the thickness of the insulating layer,
respectively (we assume that both layers have the same dielectric
constant). The comparison between surface tension and electric
energies yields the characteristic voltage:
U0 ¼
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
gðd þ hÞ
3
r
(3)
beyond which electric forces are expected to overcome surface
tension. In our experiments the physical parameters are of the
order of gx 72 mN m&1, h " 50 mm, d " 60 mm, e " 4.4 ' 10&11
F/m, which leads to U0 " 800 V. This high value can however be
considerably reduced in practical applications if the thicknesses
of the dielectric layers are scaled down to a few microns.
3 Experimental setup
The experimental setup used to generate the electric field between
the droplet and the substrate is sketched in Fig. 1. The AC
voltage is generated with a Tektronik 1254 signal generator,
amplified with a Trek 8654 high voltage amplifier. The electrodes
consist of a 10 mm diameter copper wire (immersed in the
droplet) and a 5 mm thick brass plate (counter electrode). To
avoid electrical short circuit between the electrodes in case of
accidental water spilling, the counter electrode is covered with
a strip of adhesive tape (insulating layer) of thickness d ¼ 60 mm.
In order to improve the droplet conductivity, experiments were
carried out using water with a 0.3% of salt concentration.
Membranes were made of polydimethylsiloxane (PDMS, Dow
corning Sylgard 1 : 10 and 1 : 20 polymer/curing agent mix) spin
coated at rotating speeds of 1000–3500 rpm, over Emery
polishing paper 2/0 with a measured average roughness
Ra ¼ 4.24 mm. Spin coating over rough surfaces leads to rough
sided membranes, which significantly reduces the adhesion of the
membranes on the insulating layer. To proceed with the experi-
ment, triangular shapes of side length L were cut out from
the PDMS sheets of different thicknesses varying from
60 mm < h < 100 mm. A droplet of salty water 5–30 ml is then
deposited over the initially flat PDMS shape. As shown by Py
et al.,1 the elastic sheet spontaneously wraps the droplet if
L > Lcrit " LEC. Once the origami is formed, the copper wire
electrode is immersed inside the droplet. A 1 kHz AC voltage is
imposed between the electrodes and increased gradually from 0 V
until the origami has completely reopened. The voltage is then
decreased at the same rate until the origami closes again. Images
of the evolution of the origami are taken during the experiments
at 10 frames per second, as well as simultaneous recordings of the
voltage between the electrodes and the capacitance of the
droplet–membrane system.
4 Results and discussion
4.1 Experimental results
A series of images obtained during a typical experiment is shown
in Fig. 2 (see also ESI†). These first results reveal that it is
possible to open the closed origami structure if a sufficiently
strong electric field is imposed between the droplet and the
counter electrode. The images in Fig. 2-a show the evolution of
the unwrapping as the voltage between the electrodes is
increased. The membrane starts to open gradually until a critical
voltage is reached: one corner of the triangle suddenly jumps over
Fig. 2 Images of the lateral and upper views obtained during the experiments, (a) increasing voltage, (b) decreasing voltage. L ¼ 7 mm, h ¼ 80 mm,
d ¼ 60 mm and LEC ¼ 0.47 mm.
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the counter electrode. Similar jumps are successively observed as
the voltage is progressively increased. We define as Uopen the
RMS value of the voltage beyond which the membrane lies flat
over the counter-electrode (last image in Fig. 2-a). A further
increase in the voltage does not induce any modification of the
shape. However, tiny droplets are ejected when high voltages are
reached (typically 1 kV in our experiments) as commonly
observed in classical electrowetting experiments.15 This extreme
situation would not be desired for practical applications as it may
lead to electrical shortcuts and to the adhesion of the membrane
on the counter-electrode. Once Uopen is reached, the voltage is
progressively decreased. Contrary from what would be expected
from a continuous transition, the sheet remains flat until one
corner suddenly folds at a voltage defined asUclose (third image in
Fig. 2-b), significantly lower than Uopen. As the voltage is
decreased, the two remaining corners successively fold in the
same sudden way and the origami structure recovers its initial
shape. To illustrate the hysteresis we measured the capacitance of
the system for a complete cycle. These measurements are pre-
sented in Fig. 3.The capacitance of the system is expected to be
proportional to the surface at contact between the origami and
the counter electrode. Besides illustrating the hysteresis in the
cycle, the measurement of the capacitance also gives some
information of the opening and closing processes. As commented
before, when the voltage starts to increase the membrane begins
to unwrap in a very slow and continuous way. This unwrapping
process corresponds to the continuous increment in the system
capacitance between points 1 and 2 in the cycle shown in Fig. 3.
Then the sudden unwrapping of one of the corners occurs, and
appears as a discontinuous jump of the capacitance in point 2.
The membrane keeps opening gradually until the second corner
and finally the third corner opens generating discontinuous
jumps of the capacitance in points 3 and 4, respectively. After
completely opening (point 4), we would expect the capacitance to
remain constant until the first corner closes again. However,
during the decrease in voltage, dewetting can be observed near
the corners of the triangle, which leads to a reduction in the
system’s capacitance (point 5). Once the electric field is too weak
to hold the opened state, a first corner wraps around the droplet
Fig. 3 Measurements of the system’s capacitance as a function of the
applied voltage for 5 continuous cycles with L/LEC¼ 13.5, h¼ 80 mm and
d ¼ 60 mm. C0 ¼ 6.66 pF is the capacitance for a parallel plate system of
triangular surface with L ¼ 7 mm. U0 ¼ 857.2 V.
Fig. 4 Experimental results for Uopen and Uclose as a function of L/LEC.
Solid lines show the fit of the experimental data to expressions obtained
for Uopen and Uclose from the scaling analysis developed in section 4.2.2,
see eqn (9).
Fig. 5 (a) Experimental results forUopen andUclose as a function of the thickness of the insulating layer d, for L/LEC¼ 13.5. (b) Experimental results for
Uopen as a function of the droplet volume V for L/LEC ¼ 13.5.
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again and the value of the capacitance falls in a discontinuous
jump at point 6 (this defines the closing voltage Uclose). The same
scenario occurs for the other two corners until the origami is
completely closed, moment in which the capacitance returns to
its initial value, about five times smaller than the value for the
completely opened state.
Different experiments were done varying the experimental
parameters, which include the variation of the size of the triangle
L, the thickness of the membrane h, the Young modulus
of PDMS E, the thickness of the insulating layer d and the ratio
V/L3 (V is the volume of the droplet). Experimental results
obtained for Uopen and Uclose as a function of L/LEC for fixed
values of d ¼ 50 mm and V/L3 ¼ 0.058 are shown in Fig. 4. The
plotted measurements present clearly the hysteresis between the
opening and closing voltages. The collapse of the data in this
graph confirms that U0 and LEC are the relevant parameters in
the problem. U0 also gives a good estimate of the voltages found
in the experiments. But as shown in Fig. 4, Uopen/U0 increases
with function of L/LEC and eventually tends to reach a saturation
value. Indeed the results obtained by Py et al.1 show that the
bending energy is higher for lower values of L/LEC, which
promotes the opening of the structure. Conversely the bending
energy becomes negligible for high values of L/LEC, which
explains the asymptotic regime observed: the opening and closing
voltages should only rely on a balance between surface tension
and electric energy and not depend on L/LEC anymore. On the
other hand, we observe that the closing voltageUclose/U0 remains
practically constant and does not seem to depend on L/LEC.
Indeed, as the membrane is completely open there is no elastic
energy in the system, so the closing process should depend only
on the electric field-surface tension interactions, in which the
ratio L/LEC does not play any role.
Fig. 5 a shows different experimental results where the thick-
ness of the insulating layer was increased over one order of
magnitude while L/LEC and the ratio V/L
3 were kept constant.
The ratioUopen/U0 appears to decrease slowly as a function of the
dielectric thickness d, whileUclose/U0 remains constant as it did as
a function of L/LEC. Nevertheless, the hysteresis between Uopen
and Uclose remains large. Additionally, Uopen/U0 decreases as
a function of the ratio between the droplet volume V and L3, as
shown in Fig. 5 b (in this case the length of the membrane L is
kept constant while the volume of the droplet was varied from 10
to 30 ml). As shown by Py et al., the distance between the tips of
the wrapped membrane increases with the volume of the droplet.
We could then expect to need a lower voltage to open a partially
folded membrane compared to the completely closed state.
Experimental trends are therefore in agreement with the analysis
of the physical parameters. However a more detailed analysis of
the problem is required to understand and predict the depen-
dency of the opening and closing voltages as a function of the
different experimental parameters. A 2D numerical approach
and simplified scaling laws for the opening and closing voltages
are presented in the following section.
4.2 2D model and numerical simulations
We consider a simplified 2D model of the system inspired by
a recent work from de Langre et al.17 The model consists of a two
dimensional system, of width w, formed by the elastic membrane
and a liquid–air interface (Fig. 6). The membrane is considered to
have a constant length L and a uniform radius of curvature R1.
The radius of curvature of the liquid–air interface R2 is also
considered uniform. The droplet is taken as a conductive body of
area S separated from the counter electrode by a dielectric layer
of thickness d.
The total energy of the system considering the elasticity of the
membrane, surface tension and the electric field is given by the
following expression:
Et ¼ BwL
2R21
þ gwL&
ffiffiffi
2
p
ew
"
R1
d þ h
#1=2
arctan
"
Lffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
8R1ðd þ hÞ
p #U2
(4)
The third term in the last equation approximates the electric
energy Ee of a 2D capacitor where one of the electrode is planar,
and the other one is a portion (with length L) of cylinder with-
curvature R1. Indeed, if the variations of the gap are small
L2/R( t compared to the minimal gap t ¼ d + h, the portion of
cylinder can be considered as planar and we find the usual
formula for parallel plates Ee ¼ &ewLU2/2t. Conversely in the
opposite case L[
ffiffiffiffiffiffiffi
R1t
p
the energy is almost that of a complete
cylinder separated of a plane by a gap t, and we find that Ee
reduces to the classical value18 Ee ¼ &pewU2
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
R1=2t
p
(valid for
t( R1).
To carry out the numerical simulations with the 2D model we
impose as fixed parameters the non-dimensional values (d + h)/L,
S/L2 and L/LEC, for the voltage, dielectric and membrane
thicknesses, droplet cross section and membrane length, respec-
tively. For each set of parameters the shape of the system which
minimizes the total energy is computed as a function of k (k is the
curvature 1/R1). Fig. 7 shows the results of the simulation for
Uopen and Uclose as a function of the different parameters. The
results for Uopen as a function of L/LEC agree qualitatively with
experiments. As in the experiments, the simulation results for
Uclose are independent of L/LEC. Similarly the simulation shows
a decreasing value of Uopen as a function of the insulating layer
thickness d. However, the dependence ofUclose on d shows a large
discrepancy between the simulation and the experiments. This
discrepancy is discussed in more detail in the following section.
Finally, the opening critical voltage decreases as the volume (or
its 2D analog S/L2) increases in the experiments (Fig. 5-b) as well
as in the simulation (Fig. 7-c). The results of the simulation are
encouraging since they provide a qualitative agreement with the
experiments. Analytical expressions, even approximative, are
however more useful for practical applications. In the following
Fig. 6 Sketch of the system used in the 2D simulation: the radii of
curvature of the liquid interface, R1 and of the elastic membrane, R2, are
assumed to be uniform.
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section we derive scaling laws forUopen andUclose as a function of
the physical parameters.
5 Scaling analysis
Based on the same simplified 2D configuration, we first consider
the state when the membrane completely wraps the droplet, such
that L " pR1. This state is expected to remain closed while the
following torque inequality is verified:
Gg > GB + GE (5)
whereGg,GB andGE are the torques generated by surface tension,
bending and electrical forces respectively. The torques due to
elastic bending and surface tension are, considering L " R1:
GB " Bw
R1
" Bw
L
" gL
2
ECw
L
(6)
Gg " gLw (7)
In order to estimate the torque produced by the electric
field we consider the electric energy of the system as the
energy of a classical cylinder-plane configuration,18
Ee ¼ &pew
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
R1=2ðhþ dÞ
p
U2 (valid under conditionR1[ h+ d).
The torque due to the electric force is deduced from the derivative
vEe/vq1 where q1 is defined on Fig. 6. Considering the geometrical
relation L ¼ R1q1, we find:
GE " vEe
vq1
" 3wR1
L
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
R1
hþ d
r
U2 " 3w
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
R1
hþ d
r
U2 (8)
The following expression for Uopen can finally be inferred from
balancing the three torques from eqn (5):
Uopen ¼ aU0
"
1&
"
bLEC
L
#2#1=2"
L
hþ d
#1=4
(9)
where a and b are numbers expected to be of order 1. Proceeding
in a similar way, we compare the torques needed to keep the fully
open state to estimate Uclose. Since the membrane is completely
flat, there is no torque generated by the elastic sheet (Gb ¼ 0),
which leads to the following condition:
GE > Gg. (10)
This condition can be rewritten as
3
ðd þ hÞ2wL
2U2.gwL (11)
where the torque is directly computed on the parallel plate
configuration. From eqn (11) the following expression for Uclose
can easily be found:
Uclose ¼ U0
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
d þ h
L
r
(12)
which is independent from bending stiffness. It is important
to notice that Uopen will always be larger than Uclose as soon as
(d + h) << L (condition which is also needed to keep valid the
Fig. 7 (a) 2D simulation results for Uopen and Uclose as a function of L/LEC, solid lines show the fit of the experimental data to expressions obtained for
Uopen and Uclose from the scaling analysis in section 5, (b) simulation results as a function of the insulating layer thickness, (c) as a function of S/L
2.
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expression obtained for Uopen). Therefore hysteresis will be
present in the system.
To verify the proposed scaling laws we compared them with
the experimental data and with the results obtained by numerical
simulations carried out with the 2D model. In our experiments
we note that the factor (L/(d + h))1/4 remains between 2.4 and 2.7
due to the weak exponents. The experimental results forUopen/U0
shown in Fig. 4 were therefore fitted to an expression of the form
f ¼ a
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1& ðbLEC=LÞ2
q
corresponding to the scaling presented in
eqn (9), where a ¼ a(L/(d + h))1/4. A fair agreement was found
between the experiments and the scaling law in this case. The
fitted value obtained a ¼ 1.11 shows that a is of order one in eqn
(9). On the other hand, we found b " 9.22, which is close to the
value of L/LEC¼ 11.9 obtained for triangular shapes by Py et al.1
when U ¼ 0 and within the interval ffiffiffi2p p\L=LEC\ ffiffiffi8p pLc=LEC
proposed by de Langre et al.17 as a wrapping criteria. Also in
agreement with eqn (12), in the results shown in Fig. 4, Uclose/U0
remains independent of L/LEC with a constant value " 0.35. For
the same parameters eqn (12) suggests a value of
0:136\
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiðd þ hÞ=Lp \0:178. This agreement between the experi-
mental results and the proposed scaling law derived from the 2D
model, confirms the hypothesis that elasticity does not play an
important role in determining the value of Uclose.
As shown in Fig. 5-a, Uopen/U0 slightly decreases as a function
of d. This variation may be approximated in order of magnitude
to the expected ((h + d)/L)&1/4 obtained from the 2D model.
However, in the numerical simulation shown in Fig. 7-b, Uopen/
U0 decreases as (d/L)
&0.17 and not as (d/L)&0.25 as proposed by the
scaling law. This difference is due to the relation used to estimate
the electric energy which is only valid for R1 >> h + d. However
this condition is not verified for the range of d/L range presented
in Fig. 7-b (the same range was used in the experiments), which
leads to a lower dependence of Uopen/U0 on the dielectric
thickness.‡ On the other hand, in the experimental results shown
in Fig. 5-a, Uclose/U0 is independent from the thickness of the
insulating layer, which does not agree with the ((d + h)/L)1/2
scaling law (eqn (12)). This scaling is however verified by the
numerical simulations with the 2D model (Fig. 7-b). We believe
that the mismatch between the experimental results and the
proposed scaling law may be due to the existence of some
remaining adhesion between the elastic membrane and the
insulating layer of the electrode, in addition to gravity effects.
However a better control of the adhesive properties of the
membrane and the miniaturization of the system would reduce
these effects.
6 Conclusions
We have proven experimentally the feasibility of actuating
a capillary origami structure by means of electric forces, being
able to switch between its completely opened and closed states in
a controlled and reproducible way. A simplified 2D simulation of
the problem and scaling laws describing the interaction between
surface tension, bending stiffness and electric forces provide
qualitative agreement with the experimental results. However
a more quantitative description of the actuation would require an
improved simulation including three dimensional and gravity
effects. From a practical point of view, the use of thinner insu-
lating layers and membranes will result in reduced values for the
operating voltages. This system is therefore relatively easy to set
up (no moving mechanical parts) at micro-scale, and could
provide the basis for a micro-actuator.
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Wrinkling Hierarchy in Constrained Thin Sheets from Suspended Graphene to Curtains
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We show that thin sheets under boundary confinement spontaneously generate a universal self-similar
hierarchy of wrinkles. From simple geometry arguments and energy scalings, we develop a formalism
based on wrinklons, the localized transition zone in the merging of two wrinkles, as building blocks of the
global pattern. Contrary to the case of crumpled paper where elastic energy is focused, this transition is
described as smooth in agreement with a recent numerical work [R.D. Schroll, E. Katifori, and B.
Davidovitch, Phys. Rev. Lett. 106, 074301 (2011)]. This formalism is validated from hundreds of
nanometers for graphene sheets to meters for ordinary curtains, which shows the universality of our
description. We finally describe the effect of an external tension to the distribution of the wrinkles.
DOI: 10.1103/PhysRevLett.106.224301 PACS numbers: 46.32.+x
The drive towards miniaturization in technology is de-
manding for increasingly thinner components, raising new
mechanical challenges [1]. Thin films are, however, un-
stable to boundary or substrate-induced compressive loads:
moderate compression results in regular wrinkling [2–6]
while further confinement can lead to crumpling [7,8].
Regions of stress focusing can be a hindrance, acting as
nucleation points for mechanical failure. Conversely, these
deformations can be exploited constructively for tunable
thin structures. For example, singular points of defo-
rmation dramatically affect the electronic properties of
graphene [9].
Here, we show that thin sheets under boundary confine-
ment spontaneously generate a universal self-similar hier-
archy of wrinkles, from strained suspended graphene to
ordinary hanging curtains. We develop a formalism based
on wrinklons, a localized transition zone in the merging of
two wrinkles, as building blocks to describe these wrinkled
patterns.
To illustrate this hierarchical pattern, in Fig. 1(a), we
show a wrinkled graphene sheet along with an ordinary
hanged curtain. These patterns are also similar to the self-
similar circular patterns first reported by Argon et al. for
the blistering of thin films adhering on a thick substrate
[10]. The diversity and complexity of those systems, char-
acterized by various chemical and physical conditions,
could suggest, a priori, that the underlying mechanisms
governing the formation of these patterns are unrelated.
However, these systems can be depicted, independently
from the details of the experiments, as a thin sheet con-
strained at one edge while the others are free to adapt their
morphology. These constraints can take the form of an
imposed wavelength at one edge or just the requirement
that it should remain flat.
At first sight, as quoted by numerous authors [8,10–16],
these patterns consist of a hierarchy of successive gener-
ations of folds whose typical size gradually increases along
x [Fig. 1(b)]. We propose to rationalize these various
hierarchical patterns by considering the evolution of the
average wavelength ! with the distance to the constrained
edge x. This evolution is adequately described by a simple
power law, !! xm, see Fig. 1(c), which confirms the self-
similarity of these patterns as hypothesized in previous
theoretical studies [8,11–13]. Interestingly, curtains made
of various materials with contrasted properties exhibit
similar exponents. We observe values close to 2=3 for
‘‘light’’ sheets and to 1=2 for ‘‘heavy’’ sheets (both cases
defined and discussed in more detail below). Therefore the
exponent m is a robust feature of these folding patterns.
In this work, we describe in terms of simple scaling laws
the theoretical arguments developed in the mathematical
studies of the von Ka´rma´n equation [8,12,13,15] and infer
the properties of the hierarchical patterns. We also compare
these results with extensive experimental data. To the best
of our knowledge, the experimental characterization of
these patterns had not been carried out to date.
Assuming inextensibility of the sheet along the y direc-
tion, the imposed undulation along this direction exactly
compensates for an effective lateral compression of the
membrane by a factor (1"!) defined as ð1" !Þ %
W=W0 ¼ W=
R
W
0
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1þ ð@z=@yÞ2p dy, where W0 and W are
the curvilinear and projected widths of the curtain,
respectively, and zðx; yÞ is the out-of-plane deformation
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of the sheet. At any position along the x axis, the function
zðx; yÞ is typically sinusoidal along y, with an amplitude
AðxÞ and a wavelength !ðxÞ. The inextensibility hypothesis
along the y axis imposes !! ðA=!Þ2 at the lowest order,
where the lateral compression is assumed to be constant
throughout the length of the curtain. The undulations of the
sheet along y are characterized by a curvature " ’ @2z=@y2
whose typical value, varying along x, is of order "ðxÞ !
A=!2. The corresponding energy per unit area, ub, for
bending the membrane is thus of order ub ! Eh3"2 !
Eh3!=!2, where E is the Young modulus and h the
thickness of the sheet. Since ub is proportional to 1=!
2,
the membrane adopts the largest possible wavelengths, in
order to minimize energy. This tendency to increase the
wavelength, combined with the constraint imposed at the
boundaries, is the source of the observed hierarchical
wrinkling pattern.
Inspired by previous models based on successive period-
doubling transitions [8,13,17], we consider that the
allometric laws mentioned above can be derived by consid-
ering that the global pattern results from the self-assembly
of building blocks which we denote as wrinklons. A single
wrinklon corresponds to the localized transition zone
needed for merging two wrinkles of wavelength ! into a
larger one of width 2!. This transition requires a distortion
of the membrane which relaxes over a distance L. In other
words, each wrinklon is characterized by a size, L, which
depends on thematerial properties and on thewavelength!.
To investigate the properties and behavior of wrinklons, we
have performed model experiments using thin plastic
sheets. The sheets were constrainedwith sinusoidal clamps:
two opposite edges are constrained by a wavelength !
(amplitude A) and 2! (amplitude 2A), respectively; see
Figs. 2(a) and 2(b). The normalized size of the wrinklons,
L=!, is plotted in Fig. 2(c) as a function of the normalized
amplitude, A=h, the data collapse on a single curve defined
by L=!! ffiffiffiffiffiffiffiffiffiA=hp . This relation implies that L / !3=2 since
A! ! ffiffiffiffi!p .
In a further step, the wrinklons can be assembled to
mimic the behavior of a complete hierarchy. Indeed, if L
is the distance over which the wavelength increases from !
to 2!, its variation, d!=dx, is thus of order !=L. Hence, the
evolution of ! as a function of the distance from the con-
strained edge x is given by
d!
dx
’ !
L
: (1)
Considering the scaling L / !3=2 deduced from the single
wrinklon experiments, Eq. (1) indicates that the wave-
length along the sheet should evolve like ! / x2=3. The
excellent agreement between this power law and the ex-
perimental data measured for light sheets [Fig. 1(c)]
provides strong support to the concept of wrinklons as
building blocks. Equation (1) can now be regarded as a
FIG. 2 (color online). (a) Schematic representation of the
wrinklon experiments. (b) Morphology of the transition ! to
2! for a constrained plastic sheet for A ¼ 6 mm and ! ¼ 8 mm.
(c) Evolution of the normalized length of a wrinklon, L=!, with
the normalized amplitude, A=h (fixed wavelength, ! ¼ 8 mm),
for different thicknesses as indicated.
FIG. 1 (color online). (a) Scanning electron microscopy image
of suspended graphene bilayer (scale bar is 1 #m). (b) Pattern of
folds obtained for a rubber curtain (scale bar is 25 cm).
(c) Evolution of the wavelength ! with the distance from the
constrained edge x for various curtains. Power-law fits are added
(the power exponents m are close to 2=3 for the short fabric and
the paper curtains and 1=2 for the long fabric, the rubber
curtains, and the graphene sheet). Inset: Evolution of ! with x
for the graphene bilayer. The experimental parameters are de-
tailed in the supplemental information [22].
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tool that connects the properties of single wrinklons to the
features of the full wrinkling-cascade pattern.
We now focus on the description of an elementary
building block. For confined thin sheets, stretching defor-
mations are costly as compared to pure bending. The sheet
tends to adopt an isometric (developable) shape [7].
However, the only developable solutions compatible with
boundary conditions generally include flat domains
surrounded by edge or pointlike singularities. These singu-
larities, which focus the elastic energy into narrow regions,
have been classified as developable cones [18,19], ridges
[7,20], or curved ridges [21]. In our case, the scenario is,
however, significantly different: in contrast to crumpling,
stretching is smoothly distributed in the transition zone
as pointed out recently in numerical simulations of de-
formed membranes [17]. The necessary stretching required
for connecting the periodic patterns can be illustrated by a
simple origami model made with a sheet of paper (see
supplemental material [22]). The stretching energy can
be estimated through the elongation strain of the sheet
along x within a transition domain. The typical value
of the strain along x is of order $2, where $!A=L!
!!1=2=L is the average slope of the membrane. The
stretching energy thus reads Us ! Ehð$2Þ2L!!
Eh!5!2L"3.
As observed in Figs. 1 and 2, wrinklons should also
include a tip singularity (a small region where Gaussian
curvature is large). This singularity can be described as a
semicircular fold of radius % [Fig. 2(b)]. The energy of
these singularities has been derived by Pogorelov [21]
in a study of deformed shells. In our context, the energy
of such curved folds reads Ucf ! Eh5=2$5=2%1=2 !
Eh5=2!5=4!7=2L"3, where the radius at the tip of the wrin-
klon is taken as %! !2=L as suggested by the roughly
parabolic shape of the crest of the defect [Fig. 2(b)].
Nevertheless, the ratio of the curved fold energy to the
stretching energy of the wrinklon, Ucf=Us ! ðh=AÞ3=2, is
very small in our experiments: the effect of this concen-
trated region can therefore be neglected in the following.
The total energy of a wrinklon, of characteristic area L!,
is thus given by Utot ¼ Us þUb ’ Eh!5!2L"3 þ
Eh3!L!"1. The size of a single wrinklon is finally ob-
tained by minimizing Utot with respect to L, yielding
Lð!Þ ! !1=4!3=2h"1=2: (2)
This scaling emerges from a balance between bending and
stretching energies and was previously reported for other
situations, such as the decay length of an imposed curva-
ture in a sheet [20] or the extension of a pinch in a pipe
[23]. The scaling for the wavelength describing the whole
hierarchical pattern is obtained by integration of Eq. (1)
with Lð!Þ given by Eq. (2) and is found to be
!ðxÞ!1=6
h
!
"
x
h
#
2=3
: (3)
The scaling law, ! / x2=3, is in very good agreement with
the observed power laws for light curtains, e.g., made of
fabric or paper sheets [Fig. 1(c)]. In addition to yielding the
proper exponent, this relation enables the comparison of
the data obtained from seemingly disparate systems, over a
wide range of length scales and independently of material
properties. Figure 3(a) provides a remarkable collapse of
the evolution of the wavelengths measured with light cur-
tains and various thin plastic sheets.
Heavy curtains, made from fabric or rubber, and con-
strained graphene bilayers do not follow this behavior
(instead, they obey ! / x1=2). In these experiments, an
additional tensile force is acting on the sheet. This tension
T is given by the longitudinal tensile strain induced by
thermal manipulation in the case of graphene sheets [5]
and by gravity for heavy curtains [T ¼ %cghðH " xÞ!
%cghH, where %c, g, h, and H are the density of the
curtain, the gravity constant, the thickness, and the height
of the curtain]. These systems can also be compared to the
cascade of wrinkles observed for compressed thin polysty-
rene films on an air-water interface [14] since the surface
tension of water at the free edges pulls the thin sheet.
The tension exerted along x per unit width imposes an
additional stretching energy given by Ut ! T$2L!!
T!!3L"1, and becomes dominant when Ut > Us, that is
when T > Eh2!=A. The total energy of the distorted
membrane thus becomes Utot ¼ Ut þUb. The length of
a wrinklon found from the minimization of Utot is
Lð!Þ ! !
2
h
ffiffiffiffiffiffiffi
T
Eh
s
: (4)
Similar relations, reflecting a balance between tension and
bending energies, were previously proposed for single
wavelength patterns in stretched sheets and heavy curtains
[3,16]. As expected, the tensile force increases the length
of wrinklons for a given wavelength [15]. By integration of
Eq. (1) with Lð!Þ given by Eq. (4), we obtain the corre-
sponding spatial evolution of the wavelength along a heavy
sheet:
!ðxÞ
h
!
"
Eh
T
#
1=4
"
x
h
#
1=2
: (5)
This scaling is in excellent agreement with the power
laws observed for heavy curtains and graphene bilayers
[Fig. 1(c)]. The data of various macroscopic curtains,
graphene bilayers, and nanometric polystyrene indeed col-
lapse onto a single master curve without any fitting
parameters [see Fig. 3(b)]. Our formalism is thus validated
from hundreds of nanometers for graphene sheets to
meters for rubber and fabric curtains, which shows the
universality of our description. The transition between
the stretching and tension regimes can be obtained by
comparing the relations (3) and (5). The critical distance
from the edge at which this transition occurs is given by
x?=h! ðEh=TÞ3=2!. In gravity dominated systems,
the tension T ’ %ghH gives the typical curtain length
Hc ! hðE=%ghÞ3=5!2=5 above which tension dominates.
Curtains shorter than Hc (about 1 m for our fabric) were
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used to observe the regimes dominated by stretching
(‘‘light sheets’’), whereas the top part of longer curtains
was used for experiments concerning ‘‘heavy sheets.’’
In summary, we showed that the self-similar patterns
observed in sheets constrained at one edge cannot be
described with d-cone or ridge singularities. In contrast,
they can be built by stitching together building blocks,
which we call wrinklons, characterized by a diffuse
stretching energy. The self-similar structure is then related
to the size of these wrinklons that depends on material
properties and the local wavelength. Interestingly, we also
show that these building blocks can be readily manipulated
through the size and energy cost of a single wrinklon by
applying a tension. For large values of tension, we even
expect a transition towards a purely cylindrical pattern
along the sheet with a single wavelength. Finally, we can
draw a parallel with the fractal buckling of torn plastic
sheets where, in contrast, the different modes are super-
imposed [24].
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